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La partie de la science de Fing^nieur qui ft potlr objet la 
stability et Teconomie des constructions) eu ^gard aux Hmites 
de la resistance des mat^riaux, comprend des g^n^ralit^s quMl 
importede connaltre d'abord : ^videmment, avant d'essayer de 
se rendre compte des causes qui peuvent compromettre la 
dur^e d'un ensemble de pieces constituant une construction 
quelconque, il faut ^re en ^tat de resoudre la mSnie question 
pour une pi^ce unique soumisc k des efforts determines par 
toutes les donn^es n^cessaires. G'est le sujet traite, pour les 
cas les plus ordinaires, dans cet opuscule, redaction succincte 
des lemons que je fais k I'Ecole cenlrale des Arts et Manufactures^ 
au commencement de mon Cours sur la Mecanique appliqu^e. 

La Mecanique appliquee diff^re essentiellement de la M^ca- 
uique g^nerale ou rationnelle, en ce que celle-ci, s'appuyant 
sur un tr^s-petit nombre de lois absolues de la nature mate- 
rielle, en deduit par le raisonnement des consequences rigou- 
reuses^ affranchies de toute exception ; tandis que la Mecanique 
appliquee emprunte k des experiences speciales ded lois plus 
ou moins approximatives sur les forces qui doirent eutrer dans 
ses calculs sur les mouvements qu'elles produisent. Telles sont 
les lois du frottement et celle de reiasticite des corps solides ; 
telle est Thypoth^se dumouvement par tranches parallfeles dans 
cerlains probl^mes d'hydraulique ; telle est notamment, dans 
les recherches sur la deformation par allongeraent, contraction, 
torsion ou flexion des corps longs et etroits, la supposition par 
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laquelle on admet, comme nous le verrons, que ies molecules 
primitivement situees dans un plan transversal quelconque se 
deplacent dans Tespace en conservant toujours leurs mSmes 
positions relatives, de sorte qu^on se ferait una image des mo- 
difications que regoivent ces corps si on Ies consid^rait comme 
composes de disques invariables unis entre eux par des ressorts 
dont ie jeu repondrait k tout petit mouvement par ecartement, 
rapprochement ou glissement de ces disques. 

Sans doute ce sont 1^ des hypotheses qui ne sont pas d'une 
complete exactitude ; mais elles ont Tavantage de faciliter Tap- 
plication du calcul aux questions qui int^ressent Tart des con- 
structions^ et de fournir des solutions dont Tapproximation est 
sufSsante pour Ies besoins de la pratique. 

Au reste^ ces hypotheses une fois posees, la theorie procede 
avec la rigueur mathematique et applique sans alteration Ies 
veriles absolues de la Mecauique generate. Ainsi, dans tous Ies 
cas oil un corps, apres s'etre plus ou moins deforme sous Tac- 
tion de certaines forces, tinit par rester immobile, si Ton con- 
sidere une portion definie de ce corps, Ies forces exterieures 
qui la sollicitent satisfont necessairement aux relations qu*on 
nomme Ies six conditions generales de Vequilibrey et dont la re- 
cherche et la discussion appartiennent k la statique. Disons 
seulement ici que ces forces exterieures sont : le poids de la 
portion de corps dont il s'agit^ Ies actions exercees par Ies corps 
voisins qui Tont suivie dans sa deformation, Ies reactions des 
appuis supposes fixes, enfin Ies forces dites eiastiques qu'exer- 
cent sur cette portion de corps Ies autres portions du mSme 
corps qu'onen detache par la pensee. 
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EXTENSION BT GOKPRBSSION d'uN PRISHB PAR UNE CHARGE 

UNIFORMfiHENT RlfiPARTIE. 



1. AnoBi^meiit permanent et alloni^enient ^lastiqve* — 

Une tige prismatique, que nous supposons verticale et invariable- 

ment fix^ h, son extr^mit^ sup^rieure, est dispos^e pour 6tre 

cbarg^e^ vers Tautre extr^mit^^ de poids dont la r^sultante sera 

dirig^e suivant Taxe moyen de la tige, c'est-i^-dire suivant la 

droite qui contient les centres de gravity de ses sections droites. 

Sa longueur entre deux rep^res traces sur la pi^ce elle-m^me, 

h quelque distance des points extr^mes^ est exactement mesu- 

f 



2 RESISTANCE DCS SOUDSS. § i . 

ree. La tige, ainsi soiimtn^ it whe traction longitudinale qu'on 
fait croltrelentement, atin que ni la tige ni la charge ne prennent 
line Vitesse sensible, s*allonge d'une quantity qui eroit avec 
rintensit^ de Teffort. Si la charge dirainue ensuite^ la tige re- 
prend une Rioindre icHigueur. &i certains cas^ elle conserve, 
quArtd la charge est cOmpIiBtertieat sup^ime^, une feertaine 
augmentation de longueur, dite allongement permanent. La par- 
tie de Tallongement total qui disparait par la suppression de la 
tension s'appelie allongement elastique. 

2. Experienees sur le fer. — Depuis longtemps des expe- 
riences ont ete faites sur le sujet dont il s'agit ici, notaniment 
en ce qui conceine le fer en barre ou en fil. Les plus r^centes 
et les plus completes paraisseut etre celles de M. E. Hodgkinson, 
physicien anglais, cite par M. le general Morin dans ses lemons 
de Mecanique pratiqtce, I'eJttfais de ce dernier ouvrage les faits 
consign^s dans les colonnes i, 3 et 4 du tableau ci-joint, et j'y 
ajoute les colonnes % 5, 6 et 7 qui s'en deduisent. Ces details 
sont relatifs ^ une serie d^experiences faites sur une tige de fer 
forge de la raeilleure qualite, de 15 metres de longueur totale et 
de 0'»,01313 de diamfetre moyen, lis aideront a comprendre les 
observations suivanles. 

5. LimUe de I'^iasticiti^. — Tant que danscette experience 
la charge n'excMe pas i5 kilogrammes par millimetre quarre, 
Tallongement permanent est peu sensible ; bien qu'il croisse 
aved fa clial'ge pos6e d'abord et retiree ensuitej H atteiht k 
peiiie tin cent-rnillieme de la longueur primitive ; et si ofl fe 
compare a i'allortgement total observe sous Faction de la chargid, 
il h'en est qu'eiiviroti la centi^me partie. 

Mais au delk de 45 kilogrammes par millimetre quarr^, & me- 
sure que la charge augmente, Tallongemeilt permanent devietit 
une fraction de plus en plus grande de I'allongement total. 
Ainsi, par exemple, lorsque la charge a etd de 24*»,5 par milH- 
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4 RfiSISTikfVCI DES SOLIDSS. § 1 • 

m^tre quarr^, i'allongement qui a subsist^ aprte la suppression 
de cette chaVge a 6te d'environ moitie de rallongement total, 
6t, par consequent, & peu pr^s ^gal h Tallongement ^lastique 
disp^raissant en m^me temps que la traction. Lorsque la charge 
a ete de 35^,6 par millimetre quarr^, I'allongement permanent 
s'est treuv^ de pres de 33 millimetres par m^tre et plus 
des 9/10 de Tallongement total. 

L^experience relative h la charge de 28 kilogrammes par mil* 
lim^tre quarr^ a ete prolongee pendant dix heures^ et a donne 
lieu de constater que la tige a mis sept heures h prendre Tallon- 
gement total de 0"*,012 par mfetre^ depassant d'environ i/7 celui 
qui avait ^t^ obteiiu aussit6t apr^s la pose de la charge. Mais 
aucun nouvel accroissement ne s*est manifest^ pendant les trois 
heures suivantes ; ce qui prouve que, sous une charge ^gale 
aux 3/4 de celle qui produirait la rupture immediate, une tige 
pent se maintenir en ^quilibre stable. D'autres experimenta- 
teurs, et entre autres MM. Minard et Ardant, avaient depuis 
longtemps constate ce fait. 

Les experiences de H. Hodgkinson semblent, sur un autre 
point important, confirmer Topinion emise par d'autres physi- 
ciens, notamment par M. Wertheim, qui ont ni6 Texistence rigou- 
reuse de ce qui est appele la limite de Velasticite d'un corps solide. 

On sait que Telasticit^ est la tendance qu'ont les corps k re- 
venir k leur forme primitive, quand la cause qui les en a hearties 
vient h. cesser. Dans les corps solides, des efforts qui d6passent 
certaines iimites entrainent, soit des deformations permanentes, 
soit la rupture (exemples : un fit de fer doux, un fil d^acier 
tremp^). 

Hais les constructeurs admetteut g^neralement que, si les 
forces qui ont produit les changements de forme ne sont pas 
trop grandes, leur effet disparatt completement^ d^s que ces 
forces cessent d'agir; qu'ainsi, par exemple, une tige de fer 
soumise a une traction longitudinale qui ne d^passe pas 6 kilo- 
grammes par metre quarr^ de section transversale conserve son 
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elastictte^ c'est-a-dire que non-seuiement elle ne prend, sous 
cette charge^ quelle qu'en soil la duree, qu'un allongemenl de- 
termine, mais que, quand la charge cesse, la tige reprend la 
longueur qu'elle avait avant Tapplication de la force. C'est en 
ce sens qu'on dit que ia charge de 6 kilogrammes par metre 
quarr^ ne depasse pas la limite de Velasticite de la tige. 

Or^ suivant H. Wertheim, qui ne s'est ainsi prononc^ qu'a- 
pr^s de nombreuses experiences sur divers metaux^ « une vraie 
limite d'elasticiU n'existe pas^ et si Fon n'observe pas d'allonge- 
ment permanent pour les premieres charges, c'est qu'on ne les 
a pas laissees agir pendant assez de temps, et que la verge sou- 
mise k Texperience est trop oourte, relativement au degre 
d'exactitude de Tinstrument qui sert aux mesures. » {Memotres 
de physique mScanique, 1848^ i*' M^m.^ p. 68.) 

Les deux opinions contraires que nous venous de rappprter 
nous paraissent pouvoir se concilier suivant les eirconstances. 
Si une tige metallique, telle que la liyre la fabrication, est sou- 
mise k un effort de traction, pendant un temps suffisant pour 
prendre un etat d'equilibre stable, et si ensuite on supprime 
cette charge, elle ne reviendra que partiellement a sa longueur 
primitive ; elle gardera^ comme dans rexp^rience de H. Hodg- 
kinson, un certain allongement^ dit permanent, plus ou moins 
sensible. Mais si on la reprend dans cet etat pour lui faire subir 
de nouveau la mSme charge, en procedant avec lenteur pour 
eviter toute secousse, il nous parait, sinon demontr^, au moins 
extrSmement plausible, que la tige reprendra la mdme lon- 
gueur totale, en subissant seulement un allongement elasti- 
que, un allongement qui disparakra par la suppression de la 
charge. 

S'il en etait autrement, et si, chaque fois que la charge serait 
reproduite^ un surcroit d*allongement permanent devait avoir 
lieu^ il serait bien difficile de comprendre pourquoi la m&tne 
charge, maintenue constamment, ne produirait pas k la longue 
un allongement iadetini, et finalement la rupture^ tandis que 
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VexpeHanoe d^ane foule da conslrnctions^ parfaitement stables^ 
r^pou^sa ^bsolumeiU cette hypothise. 

Nous pepsons done que la tige dont nous parions, k partir de 
retat d'^Hongement permanent qu'elle a re^u, doit 6tre consi* 
deree copome perfectionnee par cet ^tirage une^ fois produit^ et 
devenue parfaitement ^lastique relativement aux efforts de trac- 
tion qu'elle peut subir, jusqu'^ la limite convenablemeut mo- 
der^e de la plus grande tension qu'elle a d^j^ subie. Ce maximum 
que peut alors atteindre la tension sans produire un nouvei 
^ccroissement permanent pourrait s'appeler la limite relative de 
t elasticity du corps dont il s'agit. 

Cos considerations pourront servir a nos lecteurs pour ^lu* 
di^r aveo fruit las ouvrages ou n^emoires oil se trouvent eonsi- 
gn^s les r^sultat^ da nqmbr^uses experiences sur te for at suf 
d'aptres m^taux^ resultats qui, comme on doit le pressentir^ 
diff^rant suiv^nt la qualite plus ou moins impure du m^tal^ son 
ippde de fabrication sous forme de barre ou de fil, sob ^tal 
d'acrQuis^aga ou de recuit, etc. II n^entre pas dans notre plan 
de reproduire iei ces d^tails^ mieux places dans un cours d^ 
construction. 



\ 



4. Limite pnMlqBe 4e u tenslan d« fer. — L' Administra- 
tion des travaux publics exige que les dimensions transversales 
des cbatnes ou des cables des ponts suspendus soient calculus 
de mani^re qu'au moment de T^preuve, qui ajouteau poids du 
pont una charge de 900 kilogrammes par mfetre quarr^ de plan* 
cher, la tension n'exc^de pas pour les fers en barre le tiers, et poup 
les gls de fer le quart de celle qui produirait la rupture, ee qui 
revient k environ 12 kilogrammes par millimetre quarr^ pour les 
barres et 18 kilogrammes par millimMre quarr^ pour les fils les 
plus resistants. La tension des fers, lorsque le pont n'est pas 
charge, est k peu pr&s moiti^ de ce qu'elle est pendant F^ppeuve. 

En gdi^eral, dans la pr^visio&d'efforts accidentels supMeurs 
aux charges perquanentes, on calcule ordinairement las dimen- 



sioBf des pieces da fer, de mani^ra k redi|ipa leur tension habi- 
tiielle h 6 kilogrammes par millimetre quarr^. 

5. Coefficient (I'eiascicite. — La simple inspection de la 
derni^re colonne du tableau de la page 3 fait reconnaitre cette 
loi remarquable : que non-seulement jusqu'a la limite de 13 ki- 
logrammes par millimetre quarre, oil Falloiigement permanent 
ne s'est trouv6 que d'environ i centifeme de Tallongement total, 
mais bien au del^ de cette limite et jusqu'^ la charge de 30 ki- 
logrammes par millimetre c^usirre, I'allongementelastique est reste 
^fort peu pr^s proportionnel k la charge. C'est ce qu'on exprinie 
par la formule : 

HHisiEQi^ GU Ns^EQi, ou — = i?»\ 
L Q 

oil iv est la charge totale normale a la section droite du prisme, 
Q, Taire de cette section, et par cons^uent -t- la charge 

par unit^ de surface de cette m£me section, 
L , la longueur que reprend le prisme quand la charge est 

supprim^e, 
At , Tallongefpept el^stique total du prisme, 

I, le rapport — , dit aliongement proportionnel on hI\oi\' 

gement par unite de la longueur sans charge, 
£, une quantity appelee coefficient ou module (Teiasticite, 
qui pour le fer forg^ a la valeur approximative 20, lors* 
que iV est exprime en kilogrammmes, A£ en milliemes 
de Tunit^ de X, et Q en millimetres quarr<^s. 

Si, comme nous le sppposerons g^neralement dans nos for-* 
mules, Taire P ^st calculee en prenant pour unit^ jsuperfi- 
cie]le le metre quarr^, et si Tallongemeot ^L est rapporteii la 
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m^e unit^ lin^ire que L^ on a, aveeune exactitude suffisante^ 

ZV=20x 1000000 Q x^^^^^ 

L 

et par consequent « 

£; = 20x iO». 

£n appiiquant la formule ]Vz=:EQi aux trois cas indiqu^s k 
Tarticle k, oil la tension du fer serait 

de 18, de 12, et de 6^ par mm. q., 

on trouve que les valeurs de i qui y correspondent sont : 

0,0009; 0,0006 et 0,0003, 

c'est-k-dire 9, 6 et 3 dixi^mes de millimetre par mfetre de lon- 
gueur primitive. On voit par \k combien est faible la deforma- 
tion longitudinale que le fer subit dans les constructions. 

6. Extension de la fante de fer. — Des experiences sur la 
fonte de fer donnent des resultats analogues k ceux du fer foi^^, 
mais moins r^guliers. Le coefficient d'elasticite E pour les 
charges inf^rieures k 6 kilogrammes par millimetre quarr6 est 
d'environ 9x10^, moins de la moiti^ de celui de la fonte, c'est- 
a-dire que^ sous une mSme tension et avec les m^mes dimen- 
sions primitives, la fonte s'allonge plus que le fer dans le rap- 
port de 20 a 9. 

La rupture de la fonte a lieu sous une tension de 9^s,5 k 
13 kilogrammes par millimetre quarre. Dans la pratique, la r^gle 
suivie est de ne faire subir a la fonte qu'une tension perma- 
nente qui n'excede pas le sixi^me de la charge produisant par 
extension la rupture, c'est-k-dire de 1^k,5 4 2 kilogrammes par 
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millimetre quarr^. La valeurcorrespondante de i est de 0,00017 
k 0,00022. 

7. Extension des bois. — Le coefficient d'elasticit^ des bois 
est trte-variable, ainsi que la limite des tensions qu'ils peuvent 
sans danger supporter dans les constructions. Les ouvrages de 
MH. Navier, Poncelet, A. Horin, contiennent sur ce sujet de 
nombreux renseignements qu'on fera bien de consulter. Nous 
nous bornons k rapporter ici quelques nombres dont on pourra 
faire usage dans les applications des formules k des exemples 
num^riques. 



Bois de ch^ne. 



i 



COEFFICIENT 
d'6lMticit6. 



Boisdesapin \ *^® *»^ ^ 



de 0,6 ^ 10» 
k 1,2 X 10» 
10» 
10* 



TENSION 

par miUimfttre quarrt 

qu'il coDvient 
de ne pas ddpasier. 



de Okg^e ii 0,8 
de 0kg,8 k 0,9 



8. Contraetlon lat^rale des prlsmes allonges. — Un prisme 

soumis k un effort longitudinal se retr^cit transversalement en 
m^me temps qu'il s'allonge, pb^nom^ne dont on pent aperce- 
voir la cause dans la constitution des corps solides naturels, 
consid^r^s comme des assemblages de point,^ mat^riels dont les 
actions mutuelles varient avec leurs distances. Pour rendre 
cette consideration sensible par un exemple tres-simple, ima- 
ginons un syst^me de quatre points mat^riels m', m'^^ m"' 
et m>^ (fig. 1), ^gaux et situes aux quatre sommets d'un quarre. 
Supposons-le en ^quilibre sans Taction d'aucune force exte- 
rieure ; il n'est pas n^cessaire pour cela que les actions mu- 
tuelles entre ces quatre points soient nuUes ; il sufiit que la re- 
sultante des forces que chaque point revolt des trois autres le 
soit ; qu'ainsi les forces que le point m' regoit des points m'^ 



et m^^ dont il est pins voisip que de m"^ soient r^pulsives par 
suite de la superiority de raction de ia chaleur sur celle de kt 
gravitation, et que, au contraire^ la force dirig^e suivant la 
diagonale soit attractive, c'est-^-dire qu'entre les deux points 
:AL^ , m' et m"' la gravitation, quoique moindre qu'entre m' et m", 
Temporte sur ia repulsion due h. la chaleur et decroissant sui- 
vant une loi plus rapide par Taugmentation de la distance. Sup- 
posons raaintenant qu'aux deUx points m' et m"' diagonale- 
ment opposes soient appliqu^es deux forces ext^rieures F' et F^ 
^gslles et contraires, qui lendent k ^carter ces deux points. 
Pour que le repos s'^tablisse apr^s la deformation du systfeme, 
il faut non*seulement que la diagonale m' m'" soit plus grande 
qpe dans l0 premier cas, tm\s apssi que Tautre diagonale soit 
diminuee ; cpr le point m!', qi\i n'est soumis h, aucune force 
ext^rienre, doit dtre encore en ^quilibre sous Taction des forces 
qu'il revolt des troi^ pojnO m\ V", ™*^- Si la distance m" m^l 
restait la m^me, les forces r^pulsivies totales entre m'' et m' 
d'upe part, et entre m" et m"- d'autre part, se trouveraient di- 
minu^es, parce que les distances m" m' et m" m'^' seraient de-r 
venues plus grandes ; Tangle m' m" m'" serait d'ailleurs aug- 
mente; done par une double raison, la r^sultante de ces deux 
forces serait diminuee, tandis que la force attractive entre m^ 
et m^^ serait rest^e la ra^me, T^quilibre n'aurait par cons^*- 
quent pas lieu ; dope il faut, par compensation, que la diago- 
nale Hi'' m'^ soit diminuee, ce qui augmente la plus petite et 
diminue la plus grande des forces inegales dont nous venons 
de parler. 

La deformation contraire aprait Hep si les deux forces ext^-ir 
rieures tendaient k rapprocher leg deux poipts m', m'"-^ les 
deux autres devraient s'^carter pour que Tequilibre p6t se fi^ 
tabiir. 

Suivant une savante theorie due k If. Poisson^ si uu prisme 
homog^ne est soumis h, des forces ^gal^s iiniformement v6pa.v- 
ties sur les deux bases, la longpeur et Taire de it section droite 



s 
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du prisnid ^ant i^ ei t^ dans son ^lat nat^rel, et dev«nant 
£1 -Hr 4i^ et ^-^ ^Q , on a, pourvu qu^ la limita de r^lasticiti 
ne soH pas depassee, 

c esl-^-dire que ia contraction superficielle par unite de la section 
droite est numeriquemeht la moitie de V extension par unite de 
longueur du prisme^ d'oii Ton conclut, h cause de la petitesse dp 
ces variations^ que la contraction lineqire relative en travers du 
prisme est le quart de son extension relative Iqngitudinale i. 

On voit par la que dans la pratique la contraction laterale est 
bien pen sensible, sauf le casde rupture imminenle. 

9. Compression d'an prisme eliarg^ lon^Cudinalement. 

— L'exp^rience prouve que dans le cas de compression longi- 
tudinale, pourvu qu'on prenne les precautions convenables 
pour emp^cher le prisme de flechir, et que la pression reste 
sufBsamment infSrieure k la valeur qui produit T^crasement^ la 
relation N=zEQi subsiste encore, le coefBcient E conservant 
la m^me valeur, et les quantites N et i changeant de signe 
en mSme temps. 

Quant k la limite pratique, la pression qu'on ne d^passe pas 
ordinairement par millimetre quarreest de6 kilogrammes pour 
le fer forg6, qui s'^crase sous une pression de 25 kilogrammes, 
tandis qu'elle pourrait aller a plus de iO kilogrammes pour la 
fonte, qui ne s'ecrase que sous une charge d'environ 60 kilo- 
grammes par millimetre quarre. 

10. €oiis^qaenees des donn^es experimentales pr<^<^- 

denies. — Par la comparaison des coeiBcients d'^lasticite du 
fer et de la fonte ^ ainsi que des tensions et pressions qui pro- 
duisent leur rupture et leur 6crasement, on voit que la fonte 
supporte une moindre tension et une plus forte pression que le 
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fer, mais que, soit par extension, soit par compression, elle se 
d^forme plus que le fer; c'est ce qui porte h pr^fSrer ce der- 
nier dans les ouvrages qui doivent 6tre exposes k des efforts 
variables et od Ton desire eviter les deformations trop sensibles. 

ii. Ma^onnerie. — Pour les ouvrages en pierre, qui ne 
sont gu^re soumis qu'k des pressions, on admet assez g^n^rale- 
ment, d'apr^s Tobservation des constructions dont Texp^rience 
a constat^ la solidite, qu'on ne doit charger les maQonneries en 
{Tierres de taille que du dixi^me, et les ma^onneries en moel- 
Ions que du vingti^me du poids qui suffirait pour ^eraser les 
mat6riaux dont elles sont composees. 



S2- 



BE LA DfiFOBMATION PAR GU8SEMBNT OBSERTfiE DANS LA TORSION 

DES PRISHBS. 



IS. Ani^le de torsloii. — Reslstanee par mkU6 de tmrfkee. 

— Un cylindre ou prisme (ou portion de prisme) que, pour fa- 
ciliter le langage^ nous supposons vertical, etant fix^ vers son 
extr^mit^ sup^rieure, et soUicit^ a Tautre bout par des forces 
qui Univalent k un couple (P, P) situ^ dans un plan trans- 
versal AA (fig. 2 dont la partie sup^rieure est une projection 
verticale, et Tautre une projection horizontale), on remarque, 
en faisant abstraction dn poids propre du corps, suppose tr^s- 
petit, que sans alteration sensible ni dans sa longueur ni dans 

la figure de sa section droite, il subit une torsion qui consiste 

* 

en ce que les tranches transversales tr^s-minces dont le prisme 
est compose tournent, en glissant les unes relativement aux 
autres, autour d'un axe int^rieur CC du corps. L'^quilibre 
qui s'^tablk, apr^s cette deformation, exige que toute partie 
BA'A', comprise entre Fextr^mite fixe et un plan transversal 
A' A', exerce sur la partie A'A'AA, situ^e de Tautre c6te de ce 
plan, des forces dues au d^placement relatif de ces deux por- 
tions du m^me corps et r^ductibles k un couple ^gal et de sens 
contraire au premier. G*est une consequence necessaire de ce 
que , dans la partie comprise entre les deux plans AA et A'A', 
il n'y a pas d'autres forces exterieures que celles qui constituent 
le couple (P, P) et les forces elastiques que les molecules situ^es 
pr^s et au-dessus du plan A' A' exercent sur les molecules 
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qui, faisant partie du systfeme materiel A'A'AA, sont situ^es 
prhs et au-dessous du m^ine plan. Si Ton appelle : 

6 Tangle de torsion de la pi^ce, par unit^ de longueur, 

doi) Faire d'un element superficiel pris dans une tranche quel- 

conque, telle que A'A^ 
r la distance de cet ^l^ment k Faxe qui ne change pas dans 

r^tat de tor'slbti, - 

on satisfait aux ph^nom^nes observes en admettant que cet 
^l^ment est sollicit^ k revenir k Sa position naturelle par une 
force Fd&) (analogue au frottement, resistance au glissement 
d'un corps sur un autre) , proportionnelle k Faire du, k Tangle 
de torsion d et a la distance r. On pose done 

rdco = 60rda> oil I?' = G6r , [i] 

equation dans iaquelle F est la i*6sidt£int^e, par tinitg d& surfdce^ 
tangentlelle au cercle dont le rayoti est ^, el O ^st ilh coeffi- 
cient ^ determiner par experience, suivant la substand^ du 
prisme, et dont Texpression numerique depend des unites aux- 
quelles sont rapportes Tangle 9 et les dimensions llneaires. 

Cela etant, en designant par Pp le moment resultant des 
forces qui agissentetterieurement stir le prismedans le plan AA, 
on doit avoir pour Tune des conditions de Tequilibre d'uhe por- 
tion quelcpnque de celui^'ci, Tequatioti de moments autdur de 
Taxe de torsion 

Llntegrale / r^u) est le moment dinertie poiaire de Tairi^ 

d^ la section di'oite du prisme autour du point O oh eile est tra- 
versee par Taxe de torsion. En le representant par /o, on ecrit 
ainsi la derniere equation : 

ppz=2Gei, [a] 
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seetioBs transversaies. — Lorsque la section droits dtl (Iridm^ 
est un cercle ou un polygene regulier, il est evident que Taxe 
de torsion passe par le centra de cefte figure. En general, les 
forces GQrdoj etant equivalentes a un couple, la somme de 
leurs projections sur un axe quelconque doit ^tre nulle. 
Soit O (fig. 2) le centre de rotation d'une section transversale, 
et soient dans son plan deux axes rectangulaires Ox^ Oy. En 
designant par x eX y les coordonn^es de I'elemerit dui, on a la 
projection de Fda> ou cOrdw sur Ox egale a 

GQdcar sin (r, oc), ou GOydn) . 

Or Tensemble des forces Fda> faisi^nt ^quilibre a un couple, la 
somme des projections de ces forces sur un axe est nulle ; 

done GQ I yd($i =. o , done le centre de gravity est jsnr Ox, 

c*est-a-dire sur unaxe quelcdnque passant en O; done il est en O. 
Par consequent ce que nousavons designe par Iq est le mo- 
ment dfinertie polaire de la section droite du pmme autout* de 

son eentre de gravite* 

* 

14. InellMaison des fibres loBL^itudinales. — - Les mole- 
cules qui> dans Tetat naturel du corps^ etaient sur une parall^le 
h Faxe^ a une distance r, se trouvent dans Tetat de torsion si- 
tuees sur une helice dont Tangle a avec Faxe longitudinal est 
evidemnient determine par Tequation 

tang (x=ir^. [31 

t3. Hontents d'iiiertle pdlaires des surfaces les pins sim- 
ples. — Lorsque la section droite est un cercle dont le rayon 
est p, on a (fieom. anaL, n^ 369) 

Io= I r^dw = I r^.^TTrdr =: -7rp* . 
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Pour la section droite d'un tuyau cylindrique dont les rayons 
sont p et p\ on a 

fo=|(*-p'*). 

Si la section droite est un rectangle dont les c6tes sont a 
et bj on a (Geom. anal., n® 377) 

(jc2 + ^2) d(o = 2 I nx^dx + 2 / ^ay^y , 

»/ O t/ A 



Si c'est un quarr^, 6 = 0, 

16. QnestloBs diverses resolnes par le» ^qaatlons pr6ee- 

dentes. — Les equations [1], [21] et [3] entre les sept quantit^s 
G, l^, Pp^ r, F, B et a, permetlent de resoudre les diverses 
questions dans lesquelles trois de ces quantites sont inconnues. 
Si le prisme est donn6 par sa nature qui determine le coeffi- 
cient G, par son moment d'inertie polaire lo, et si Ton cfaerche 
la relation de sa deformation caract^risee par Tangle de tor* 
sion 6, avec le moment Pp, on tire imm^diatement de T^qua- 
tion [2] 

^-GJo' 

R^ciproquement cette Equation donnera G, si, aprfes avoir 
calcule /o d'apr^s les dimensions transversales de la pi^ce^ on 
observe experimentalement Tangle 6 de la torsion produite par 
le moment connu Fp. 
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L'angte ol de I'h^lice correspondante k un rayon r pris k vo- 
lonte, par exemple au plus grand rayon du prisme, se deduit^ 
en fonction des donn^es G, /^ et Fp, des Equations [2] et [3], 
savoir : 

Fpr 

tang a =-^. [4] 

Si^ connaissant Fp, /^ et se donnant r, on chercbe la resi- 
stance F au glissentient transversal, rapport^e k I'unit^ de sur- 
face^ au point situ^ ^la distance r de Faxe, on ^limine G% des 
^uations [1] et [2], et Ton obtient 

F = ^. [5] 

d'oi Ton voit que cette force F, croissant, suivant I'hypothfese 
de cette thtorie, proportionnellement \ r, ne depend pas du 
coeflBcient G variable avec la nature sp^ciale du corps. 

Si Ton chercbe la relation entre la force F par une unite de 
surface et Tangle a, tous deux relatifs k une m^me distance r a 
Faxe, on a, en 61iminant 0, des Equations [1] et [3], 

F = G tang a . 

* i 7. VAlenrs exp^rtmentales de G et de la limite de F. — 

En rapprocbant de T^quation [2] les r^sultats de Fensemble des 
experiences connues, on a ^t^ conduit^ comme le dit H. Horin 
(ouvrage cit^ au num^ro 2), k admettre assez gen^ralement 
pour le coeflScient G les valeurs suivantes : 

Ferforg^^de6 000*10»^6 666.10<» I Guivre h 366.10« 



Acier d'Aiiemagne. . 6 000*10« 
Acier fond u tr^s-tin . 10 000 • 10^ 
Fonle 2 000. tO« 



Bronze l 066.10® 

Chfine 400.10* 

Sapin 433*10« 



Ces valeurs supposent que Tangle Q est exprim^ par le rap- 



20 RfiSISTANGB DBS SOLIDBS. § 2. 

On demandeles relations qui lient entre elles ces sept quantit^s. 

La force P et la reaction du coussinet forment un couple, 
puisque Taxe du cylindre reste rectiligne. Ainsi le moment Pp^ 
dans ies formules pr^c^dentes, doit 6tre remplac^ par PL 

Le cylindre ^tant plein, il faut (15) faire 

L'angle 6 doit dtre exprim^ par 

n 1 

Cela pos^, la formule [5] donne 

2 PI 



i , 0,1963 1>3 
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relation ind^pendante du coeflScient G, de la longueur L et de 
Tangle de torsion. 

Si Fon veut^ par exemple, determiner D, de manifere que F 
n'excfede pas 6 X iO*, c'est-k-dire 6 kilogrammes par millimetre 
quarr^, ce qui convient pour le fer forg^, on fera au plus 



V 6X 



PI 



196 300 

Tunite ^tant le m^tre. 

La formule [2], qu'il faut employer quand on prend en con- 
sideration Tangle de torsion, devient dans Ies circonstances 
enoncees plus haut 

^ ""^180Z "32" ""18337 
et pent servir, par exemple , a calculer Tune des quantit^s P/, 

6, i> et - » quand on connatt Ies trois autres. 



S 3. 



G£N£RALITfiS SUR LA FLEXION PLANE D^UNE PifeCE SOLIDE 
NATURELLEHENT PRISMATIQUE. 



19. Plan de flexion. Forces i^lastiqnes. Effort tranohant 
Tension moyenne. Moment flecliissant. — Lorsqu^un COrps 

ou une portion de corps prismatique est soUicite, dans Tespace 
compris entre Tune de ses exlremit6s et une section transver- 
sale, par des forces qui ne sont r^ductibles ni k uAe force unique 
dirig^e suivant Taxe passant par les centres de gravite des sec- 
tions droites, ni h un couple perpendiculaire h. cet axe, Tequi- 
libre ne peut s'etablir k moins que ce corps ne se courbe d'une 
manifere plus ou moins sensible. 

Si la section transversale du prisme a des dimensions qui ne 
different pas trop entre elies, comme dans le cas d'une poutre 
ou d'une solive ordinaire, et si la Hmite de T^lasticite n'est pas 
depass^e, Texperience constate, au moins approximativement, 
que les elements mat^riels qui se trouvaient primitivement dans 
une tranche quelconque perpendiculaire aux aretes longitudi- 
nales restent encore, apr^s la deformation du solide, dans un 
plan normal aux courbes qui remplacent ces arStes rectilignes, 
sans deformation notable de la tranche. 

Nous admettons, dans tout ce qui suit, que ces conditions 
soient remplies. 

Soit A'A'X (tig. 3) une portion d'un prisme ainsi fleclii. 
Nous supposons, ce qui arrive le plus sou vent dans la pratique, 
que ce corps etant dans T^tat naturel forrtie de deux parties 
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symetriques relativement k un plan longitudinal, soit sollicite, 
dans rintervalle de A' A" k Fextremite L, par des forces 
exterieures P situees dans ce plan, on satisfaisant deux a deux 
a la in6me condition de sym^trie. II en r^sulte que le corps est 
flechi parall^lement et symetriquement a ce m^me plan, que 
nous appelons par cette raison plan de flexion^ et que nous 
prenons pour celui de la figure. Les tranches transversales 
dont^nous venous de parler lui sont perpendiculaires* 

L'equilibre n'existe sous Taction des forces P que parce 
que la portion A'A"L du prisme re^oit des molecules voi- 
sines, appartenant a la portion qui est de Tautre c6te du plan 
A -A" (a gauch0 d^ns la figure), des forces qui i;eupies aux 
forces P satisfoqt^ co.n^me forces exterieures, aqx copditipQS 
decet ^quilibre. Ces forces, dites forces elastique^^ peuvent j§tre 
decon)posejSs en forces parall^Ies au plan A' A" et en forces per- 
pendioulaires a ce plan. Pour cela^ prenpas d^n^ le plan 40 
flexion deux axes passant par le centre de gravite de la sec- 
tion A' A", Tun Gx, perpendiculajre k ce plan, et dirige j^erg \^ 
seconde extremite L de la partie de prisn^e consideree, TautPe 
Gy, dirige dans cette section, suivant Tun qu i'autre des deux 
sens possibles, de.sorte qu'^u lieu d'etre pris positivemeiit du 
c6t^ de la concavity de la pi^ce flecbie, comme Tindiqu^ la 
figure^ il pourrait i'^tr^ ei) sens coptraire. Les ibrees elastique^ 
parall^les k cet axe Gy ont, a cause de Tequilibre^ leur r^ul? 
tante expriniee par — SJPy ; celles qui lui soQt perpendiculwes 
ont la leur egale a — S|>x, s»uf le cas d'un couple; enfin la 
somme des moments des forces elastiques aqtour de I^axe ppo-* 
jcte en G est egale a — ?^l^Gi^> le sens positif des moments des 
forces P allant en tournant de i'axe G^ vers I'axe Qy. 

La force 2Py s'appelle Yeffort tranekant des forces Py qui 
tend a faire glisser la portion du prisme situee a droite de A'A'^ 
sur la partie a gi(uche, suivant ce plan. Nous la (Je^igneron^s 
plus simplement par T; aipsi 

S i», = T. 
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L^ force JlPt s'appelie la tension Male entre lee deux por* 
iions contiguqs au plan A'A'^ Nous ia desig»eroi!8, pour abve*' 
ger9par/¥;aiQsi 

Elle devient pression totale quand la somme SPx est n^- 
gaiive^ allant dans le sens de L vers G. 

La somrae YiU^^^P s^appelle le moment resultant des forces 
fl^chissantes, ou plus simplement moment ftechissant des forces P 
aqtoqr de j'a^a O. 

Nous le designerons souvent pour abreger par la lettre ^, 
et nous nous rappellerons qu*il est 6gal et contraire au moment 
resultant des forces 61astiques excretes sur la partie GL du 
soHde par la partie situ<§e de Tautre cdt6 du plan A' A". 

20. Ri^partition inegfile des forces i^lastiqaes lonn^itiidi- 

naies. — Pour soumettre au calcul les forces ^lastiques, nous 
considerons le corps dont il s'agit comme compose, dans le voi- 
sinage du plan A' A", de files de molecules, dites fibres, qui 
dans Tetat primitif du solide ^taient perpendiculaires a ce plan 
A' A", et nous les imaginons coupees par un plan B'B" infini- 
ment voisin, contenant toutes les molecules qui avant la defor- 
mation se troiivaient dans une tranche i^arall^le k A' A", comme 
la figure Tindique en bV, tandis que le plan B'B" rencontre le 
plan A'A" et le plan b'b" suivant les droites projet^es en C ^t 
en o. II en resulte qu*en general certaines fibres, telles que Ab 
devenue AB, se sont raccourcies, et d'autres, telles que la 
fibre A,b, devenue A,B,, se sont allong^es, tandis que les fibres 
situees dans le plan Go ont conserve leur longueur, et sont 
pour cette raison appelees fibres neutres, Toutes ces fibres ne 
sont pas restees exactement normales au plan A' A", puis- 
qu'elles subissent des efforts transversaux dont la samme est 
DPy. Mais on a vu^ par ce qui a lieu dans le cas de la tor^ 
sion (17), que la deviation transversale, exprimee par tang a, 



24 RESISTANCE DBS SOLIDBS. § 3. 

n'a qu'une tr^s-petite valeur (environ 0,001 pour le fer et la 
fonte), pourvu que, «coinme nous le supposons, la limite de 
Telasticite ne soit pas d^passee. En consequence, nous admet- 
tons que les composantes normales des forces ^lastiques qui 
s'exercent en A' A" suivent la m^me loi que si les fibres tra- 
versant ce plan lui etaient exactement perpendiculaires. 

Si done nous consid^rons dans le plan A'A"^un element su- 
perficiel do) comprenant le point A|, a cet element repond une 
force eiastique normale qui, en vertu de la loi de P^lasticit^ 

(n*** 5 et 9), est exprim^e en valeur absolue par Edw — - et re- 

pulsive (dans le sens des x positifs) , bB etant un raccourcissement ; 
nous designons cette force par Jtd&i , de sorte que R est la pres- 
sion longitudinale rapportee a tunite de surface, au point A. 
Posons done ' 

bB 
Ab 

ou 

bB 



A un element superficiel autour du point A, pris entre O et G 

b,B, 

repond une force attractive, negative, — ^^« "q^» P*^^ fl"® 
b,B, est un allongenient. 
Cherchons a remplacer dans Texpression de JR le rapport — 

dont les deux termes sont infiniment petits, et dont Tant^cedent 
varie avec la position du .point A, par un autre rapport en 
termes finis, qui ne contienne qu'une' variable dependaute de 
cette position. Cette variable sera la distance GA du p^int A k 
Taxe projete en G, et nous la designons par v, r^servant la 
lettre ypour Tordonnee d'un point quelconquede la courbeGL. 
D'ailleurs le sens positif des v est le ra^me que celui des y. 
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Appelons V la distance GO des fibres neutres au mSaie axe. 
La similitude des triangles Bbo et Hho d§nne 

„ AO v — V 
bB=hH = hH ; 

GO V ' 

ainsi 

hH V— r 

RzziE . 

Gh F 

hH 

Or, -— est Fallongement proportionnel ou par unit6 de 

Gb 

longueur de.Ia fibre passant par le centre de gravite G, et dite 
fibre moyenne. Designons cet allongement par i, et Tequation 
prec^dente devient 

V — F 

R=Ei~—; [6] 



de sorte que la force ^lastique longitudinale par unite de sur- 
face au point A se trouve exprimee en fonction des deux 
quantit^s g^om^triques qui caract^risent la deformation de la 
pifece k partir de la section AA' : Tune i est Tallongement pro- 
portionnel de la fibre moyenne, qui ferait trouver le point H 
si Ton se donnait Gb ^gal k Oo ; Tautre F est la distance GO 
ou bo determinant le point o^ ce qui permettrait d'achever la 
figure. 

On remarquera que la derni^re equation est applicable, eu 
6gard aux signes^ a toutes les fibres qui traversent le plan A' A". 
Pour v=Vonail=o; pour v<^F positif ou negatif, JR est 
negative, c'est-k-dire que la force elastique agit suivant les x 
negatifs ; c*est une tension proprement dite. C'est le contraire 
lorsque v est >• F, comme pour la fibre AB de la figure 5 elle 
est soumise a une pression. Si Ton fait i;=o, on retrouve 
Jl= T-Ei, c'est-k-dire que la tension de la fibre moyenne GH 
est Ei. 
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Pfoposonsriious mamtanant d'cxprimer A en fonction des 
forces qui produis^nt^a d^ftirmation; et pour eela intfoduisons 
I'expression des forces ^lastiques normales dans les Equations 
d'^quilibre de la portion \'\"L ; nou| pbtenops, en etendant k 
toute la surface A' A" tes integrates indiqu^s ci-aprfes, et obser- 
vant que f vdo) = o^ puisque G est le centre de gravity de 

A' A" : 
1^ Equation de projections : 

SPx+ /jRdw=:o, 

on 

iy=zEi j d(o — -^ I vdoi = BiQ ; [7] 

i"" Equation de moments (lorsque comme au point A la force 
jRdGi) est positive, c'est-k-dire dans le sens des x positifs, et que la 
distance V Q^ dans le sen^ des y positifs, ie moment de cette 
forc« autpur d^ Tpxe projate en G est n^aiif). 



..p^fi 



ou 

fJ^=yJ V^« —'Si / vd(h| = -jp- . [8] 

On repr&ente ici par / le moment d*inertie / v«da) de la sur- 
face A'A'' autour de Taxe projete en G, p est-k-dire paeni dans 
le plan A'A" par le centre dq gravitp perpendicMlajrement au 
plan de flexion. 

Des equations [6], [7] et [9] on tm troifi fprmiiles, g^n^rales 
eu egijird s^W signes : 

i= — , F=—- et jR = li: — -. [9] 

EQ' QiJL i Q ^ ^ 
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21* Valenr mvyenne et Ts^l^nrs ^xtr^mes 4e la force elas- 

tiqne iong;itadini^ie. — La premiere et la troisi^me de ces Equa- 
tions, jquand dans celle-ci on fait « = o, prouvent que Tallonge- 
nient et la tension de la fibre raoyenne GH sont les mSmes 
que si les fofces P s^ reduisaient^ une seuie egale k SP^ ou N 
et dirig^e suivant cette fibre. Les deux quantites i et H au 
point G changent de signe quand SPx est n^gative^ et signi- 
fient alors raccourcissenient et pression. 

En donnant k v ^es deux valeurs extremes — v' pour le point 
A' le plus eloigne de Taxe G du c6t6 n^gatif, et v'' pour le point 
analogue A'- du c6te posilif, on aura le§ valeurs extremes de Jl, 
savoir : 

Suivant les signes et les valeurs du moment flechissant fx 6t 
de la tension iongitudinale N, chacune de^ quantites jR' et R" 
pent Etre positive, exprimer une pression, ou 6tre ii^gative^ 

exprimer une tension, 

28. Conrbupe de la filir^ moyemief — (j0S plans ^'X!* 

et P'B" etant approximativement pormaux k la fibre moyenne 
GH, le point € est le centre de courbure de cette fibre fl^chie. 
D'apr^s la figure on a, en appelant p le rayon de courbure GC, 



GC _ <i|i p _ F 

d'oii, en negligeant i aupr^s de 1, et lirant -r de ['equation 



t 



de moments [8], 



p=7. = — . [lOJ 



28 BfelSTAHCB DBS SOUMB. § 3. 

95. La quantite Ei qui, multipliee par - , mesure de la 

r 

courbure ou de la flexion, donne le moment flMussant [i, egal 
et oppose au moment r^saltant des forces elastiqnes, se trouve 
souvent dans les formules. On la designe poor abreger par la 
lettre ty et c'est improprement qu'on I'a appelee moment de 
flexion^ puisqu'elle est ^le au prodail d'lra moment par une 
longueur, ou d'une force par une surfiioe. 

Son inverse - ou — poorrait plus k propos s*q>peler 

S AM 

coefkiemi on modak de fiexMiUe, car plus il est grand, plus, 
pour un moment flecbissant donne, la courbure est graode. 



114. RfcK iMyMM McUe ciwi aiiu i ct , — II resolte de 
laformule p= — = ~ que si le solide est eiactement prisma- 

tique, dans son etat naturel, entre deux sections A'A" et BV 
sepaiees par une distance finie ; si dans cet intaraHe il n'est 
soumis 4 aucone fiwrce ; si, enfin, lesfimesquile soDicitent de- 
puis B'B'* jusqu*a Textremite L soot equivalantes a un couple 
(^> — P'^ ; dans ce cas<, ^ et ^ elant des coitslanies poor toos 
les points de la fibre moTenne entre A'A" et 8*8", il en est de 
mteie de c. Cette portion de fibre est done fledne circnlaire- 
ment. 



SS. ff ^ pBltf #arH«* ^le la Bgiiw miji— i, — En preoant 
jf =f (jt) poor requalion de la fibre oa l^me mo3K«iie GL d'on 
solide pranatiq^, flechi^par des fcrces. mab natnrelleiiient 
droite qoand oes forces ii*9^!tsseiit pas« on lemMqu e que si 
Taxe des x est dioisi de ottniere qu'eii on des points de fat 

courbe llndiiittdCNri -^ oo f ^.v^ sor cH axe soil petite 

exHPp j g i trPcmem iPonite. il en sen de ok^ttie poor tout aoAie 
pMot de cette ooiirhe dans les ois anxqoek s^'appiiqpae ordinai- 
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rement T^quation [10]. On peut alors approximativement poser 
P = IFTT au lieu de 

On obtient ainsi 

JE;/f'^(x) = S3TlGP, OU ef"(x) = |:x; [11] 

de sorte que si, pour toute la courbe GL, on a en fonction de x 
la somme des moments, autour d'un point quelconque de cette 
courbe, des forces ext^rieures qui agissent depuis ce point jus- 
qu'k Textr^mit^ L inclusivement^ et si e est constant^ ou plus 
g^neralement une fonction de x variant peu (car la piece doit 
6tre approximativement prismatique)^ il est possible de deter- 
miner par integration la courbe qu'affecte la suite des centres 
de gravity des sections transversales du solide tl^chi. 

(*} La relation o = applicable au cas oCi riDclinaison f ' (x) est 

f [x) 

petite, peut ais^ment se d^montrer A priori, Soient sur la courbe deux 
points infiniment rapproch^ M, H', dont la distance df a la projection sur 
Taxe des x ^le d Ar. Soient a et a + da les angles que les tangentes en 
Hi et H' font avec le m^me axe. da est par consequent Tangle que font 
entre elles ces deux tangentes. C'est aussi Tangle M€M. des deux normales 

ds 

en HI et M'. La distance HC est le rayon de courbure p , et 1 on a P = j^ • 

Or Tangle a 6tant petit peut 6tre remplac^ par sa tangente trigonom^- 
triqne. On a done 

tt=f'(a?), d'oft da = r'(a?)A»; 
par consequent 

ds I 

s=s — — — — > ou P = ■ , 

^ r'{x)dx ^ f'{x)' 

dm 
attendu que le rapport — egal k cos a ne differe pas sensiblement de 

T unite. 



26. Cas pwtlcaller, fevees iMniVeiiiM^s. —>' Lor^tie les 
forces P ont une resultante parallfele k A' A", ou bien lorsque 
ces forces Equivalent h un couple, les fomiules [S] deviennent^ 
h cause de SPx = o, 

t = o, r=o, et JR=^ [42] 

La surface des fibres neltlires passe afdr^ par f^ centres de 
gravity des sections transversales A'A" B'B". Si le moment 
flechissani [x est positif, il y a pression et contraction du cdte 
des V positifs, tension et allongement du c6te oppose. 

Du reste, les formules [6] e( [7] subsisfent sans changemerit 
dails ce cas. 

Les nombreux exemples qu'on rencontre dans (a pratique de 
pieces prismatiques soUiciiees par des forces perperidiculaires 
a leur ligne moyenne, nous engagent a demoiitrer directement 
les importantes propri6tes exprimees dans cette hypoth^se, par 
les equations [10], [11] et [12]. 

Consid^rons (fig. 3) )a fibre AB qui, etant cdrnprimee^ reOoit 
en A sur sa base <!&> une pression representee par JRdco, de sorte 
que il est au p0int A la preasiott p«t unite de surface exercee 
sut* la partie du sdlide situee ^ drcfile de A' A" par la partie du 
m^me sofide sitiiee k gauche. En Vfertu de la loi de f61ast!f- 
cile (5) nous posons, d'apr^s la figure^ vu fa similitude des 
triangles tito, OdC, et I^S^galltfe Xta(=^Oo, <iiif=r aO, 

Bb AO 

JR =E = E . 

Ab 0€ 

R est variable avec AO, tandis que E et OC sont des con- 
stantes. Representdris AO par z, 6t TdpSfion 

E 
HdW = — -; zdM [1 3] 
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sera applicable k tout ^lem^rit di» prid dans la iediion A.'A'\ 
pourvu qu*on prenne z positif ou iiegalif, selon que cet ete- 
ment superficiel sera au-dessous de O ou au-dessus, et pourvu 
que, daufc ce dernidr Cas, il soil entendu qufe R devenant n6ga- 
tif, expiime une tension ou force agissant de droite k gauche. 

Cela pose^ toutes les forces elastiques JRdo) , jes unes posi- 
tives, les autree ndgative^^ doitent, avec les{ forces de rafirne 
nature parall^les au plan A'A" et av6(; les forces P, sati^faire 
aux conditions d'equilibre. 

La premiere et la plus simple de ces conditions s'exprime par 



/ 



jRda)z=2;Px. 



Or 2Px=o, puisque les forces P ont leur r6sullante parallele 
a A'A'' ou equivalent k un couple. Mettons pour Ddo son 
expression [43] ; il vient 



E 
OC 



I ZdCi) = o , 



d'oii 



I zdoi = o . 



Done Taxe projete en O, qui traverse les fibres neutres, con- 
tient le centre de gravite G de la section A' A'', comme nous 
Font montreles Equations t=:o, f^=o. Les points O et G se 
confondant, OC est le rayon de courbure p de la fibre moyenne ; 
les distances designees tout k Theure par z sont cellesque nous 
avons pr^c^demment representees part;, etTequation [13] pent 



,9 A 



s ecrire ainsi 



E 
jRdo) zzz — vdck) . 

p 



[14] 



La deuxi^me condition d'equilibre k laquelle doivent satis- 
faire les m^mes forces est Tequation des moments autour d'un 
axe. En prenant pour cet axe celui qui se projette en G, et 
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en mettant pour la variable Ado) cette derni^re expression, 
on a 



/E /* EM 

Rdw-v , ou [I =- I v^dw = — 



Enfin, de cette relation identique avec la formule [10] et de 
r^quation [14], on conclut 






qui est la troisi^me des equations [12]. 



FORMULES DBS HOHEKTS d'iNERTIE DE DIYERSES SURFACES PLANES. 



27. Parall^logframme dont nn e6t4^ est parall^le ft I'axe q^ e^ViuyT. 
da moment d'lnertle (fig. 4). 



=/; 



^'*^6av=lAc3 = ±c«Q. 



28. Rectangle i^irld^ symibtrlquement (fig. 5). — Le mo- 
ment d'inertie est dans ce cas ia diffi6rence de deux autres cal- 
culi par la formule pr^c^dente : 

/=l(6c3-&V3). 

529. Parallelogramme dont one diagonale est I'axe dn 
moment d'inertie (fig. 6]. 

C^ I bv\ i 1 

50. Seetlon drolte d'nn eyllndre on d'nn tuyan eylin- 

driqne. — . Soient (fig. 7) deux axes On, Ov, La figure etant la 
mdme par rapport h. chacun d'eux, on a 



/ = rv^dw et / = / «»^w» 



.^ 



% 
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d'oo 

/ =:i ^"(us + 1,2) dO) = I Jr^dco , 

eh appelant r la distance au centre O d'un element superficial 
queteonque du, Ainsi l« moment d'inertia autour de On est la 
moiti^ du moment d'inertie polaire de la m^me surface autour 
de Taxe perpendiculaire projet^ au centre O. Supposant que 
le cercle soit plein et son rayon r\ on a 

/ r^dw = / 27crdr.r2=:- Tlr'i = - r'^Q , 
done 

4 4 

Si to surface est la seotion d'un Cuyau dent les rayoDS soient 
f' et f*", on a 

4 4 

31. Ellipse pleine dont un des dlam^tres ppineipanx est 

i'«xe dn atemeiit d'lnertie. — En comparant Tellipse dont les 
diam^tres principaux sont 2a et ^h 4 un cercle dont le dia- 
m^tre serait 26, on voit que les deux surfaces peuvent 6tre 
d^compos^es en un in^me nombre de petits rectangles de 
m^me hauteilr deux k deux et dont ie^ bases sont dans le rap- 
port de a a 6. Done (27) il en est de m^me des moments 
d'indrtie, et I'on a (30) 

'I 14 <* i 

/ = - TO*. 7 =: 7 Traft^ 
4 ok 



ou 



/t=i»«Q. 
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5fi. Triaayle dont an e6t6 est jpaimllMe & l*ax«dn moment 

a'Uieriie. •— Les moments d'inertie qui entrent dans les formulas 
du paragrapbe 3 sont pris autour de droites passant par le centre 
de gravity dea. sections transversales. Lorsque celles-ci sont 
symetriques par rapport k I'axe des moments, il soffit de ne 
consid^rer que la moitie de la surface situee d'un c6t6 de cet 
axe^ et de doubler le resultat. Dans d'autres cas, il peut 6tre 
commode de prendre d'abord le moment d'inertie autour d'un 
axe ne passant pas par le centre de gravity, et parall^le k celui 
qui y passe. 

On connalt ou Ton retrotlve facilement la relation qui lie. 
deux moments d'inertie d'un m6me corps ou d*une mSme sur- 
face autour de deux axes parall^les, dont Tun passe par le 
centre de gravity. Soit dco un element superficiel, v sa dis- 
tance k un axe men6 par le centre de gravity, y sa distance k 
un autre axe parallfele, a la distance des deux axes entre eux : 
on a 

y^ = {v± a)« et I y^doarz: / v^dco + a^Q , 

■ 

h cause de 

Appliquons cette propri^te au moment d'inertie du triangle 
propose (fig. 8) autour de Taxe Ax parall^le a la base b et pas* 
sant au sommet : on a 

done autour de Gu 

4 2 ^3 / 36 48 
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55. Snrffaee plane queleonqne (fig. 9). — Soit une surface 

KLMN termin^e par deux droites KN, LM paralldes h I'axe 
Ax du moment d'inertie, et par deux courbes KL^ ML. Soit 
d&ign£e par u la longueur d'une corde PQ parall^Ie k Ax et 
par V sa distance h cet axe. On a 



=/. 



k 



Pour avoir la valeur approximative de cette integrale, on divise 
la distance I en un nombre pair n de parties ^gales ; on m^ne, 
par les points de division, des cordes parallMes h. I'axe qui, en y 

comprenant KN et LM^ seront d^sign^es par u^, te, te^,.*-, u^; 

I 

on d^signe par 3 la distance - de deux parall^les consecu- 

n 

tives, et Ton pose d'aprte la formule de Th. Simpson, 

+ 4 (* + i— d)^ ten- I + (A: + l)^ «„]. 

Quand les courbes KL et MN sont peu accident^es, il suffit 
de faire n=4. Les parall^les u^ et un peuvent dtre nulles. 
Passons aux diverses questions qu'on pent r^soudre k Taide 
des th^or^mes du paragraphe 3, suivant la situation des forces 
et suivant la figure du corps sur lequel elles agissent. 



§5. 



CAS SIMPLES DE LA FLEXION PLANE d'UNB PltCE NATURBLLEMENT 
PRISHATIQUB SOUS l\cTION DE FORCES TRANSYERSALES. 



54. Prisme' ll^ehl pmr deux forces dlstinetes et nne 
eluurs« nniffomi^inent r^partle. — Traitons d'abord, pour 

plus de clart^^ une question peu compliqu^e. Un solide natu- 
rellement prismatique (fig. 40) a, dans I'^tat de flexion de sa 
partie comprise entre M^ et I'extr^mit^ M,, sa fibre moyenne 
suivant la courbe M^ M , M^ qui fait au point donne M^ avec 
I'horizon un petit angle dont la tangente trigonom^trique est 
donn^e oi^ ; il est sollicit^ en M , et a Textr^mit^ M, par deux 
forces verlicales P,, P,. II subit en oulre sur sa longueur 
M^ M, representee par a une charge uniformement r^partie 
designee par pa, de sorte que p est la charge uniforme par 
m^tre de longueur. On connatt le moment d'inertie / et le 
produit EI ou e constant dans toute r^tendue de la pitee. On 
rapporte la courbe M^ M, M, k deux axes, Tun horizontal, 
M^x, I'autre vertical, M^y, et^Ton demande pour un point 
quelconque M dont on donne Tabscisse x : i» Quel est Teffort 
tranchant dans la section faite en ce point; 

2° Quelle est la pression longitudinale JR positive ou negative^ 
c'est-k-dire la pression proprement dite ou la tension en un 
point design^ de cette section ; 

^^ Quelle est Tinclinaison sur Taxe M^x de la courbe 
M^ M, M, au point M; 

4<> Quelle est Tordonn^e y du mSme point. 



•» 
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55. Efforts tranehants. — D'apr^s la definition donn^e au 
num^ro 19, si le point M est pris entre M^ et M^, I'effort tranchant 
est P^ + P^+p(a — jc) ; pour un point situ6 entre M^ et M,, 
il serait P+p (a — x). Pour une section faite tout pr6s, mais 
avant le point M, (h gauche de ce point dans la figure), Teffort 
tranchant suivant la section trans?ersale serait 

tout pr^s et au delk de M^, il serait P, 4-p (a — Q. 

56. Pressions longitudinaies. — - Dans le cas actuel de 
forces toutes tr^nsversales, la fibre moyenne est aussi fibre 
neutre (^). D'apr^s la formule [\^], la pressjon pour une dis* 
tance v a la fibre moyenne depend du moment fl^cbissant qui, 
suivant sa definition (19), a ici pour valeur, si le point HI est 
entre Mo et M,, 

f,z=zP,{l^x) + P,{a^x) + ^p{a^x)^; [15) 
si le point M etait entre M, et M,^ on aurait seulement 

fiz=:P^(a-x)+^-p(a — x)^. [16] 

Le moment fx ^tant ainsi facilement trouve, quelle que soit la 
valeur de x, on en conclura la pression en tout point d^sign^ 

de la section, par la formule precitee A=--^ • Si lea forces 

^i y ^% ^^ P ^"^ ^^ mftme sens^ sens adopts pour positif, jx 
Test aUssi. Les fibres situees au-dessus de la fibre moyenne, 
c6t6 des V n^gatifs, sont tendues et allongees ; celles qui sont 
au-dessous sont press^es et comprimees. La plus grande ten- 
sion repond k la plus grande distance v* du c6te nSgatif ; elle 
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v'u 

est done -—- . La plus grande pression r^pond h la plus 

grande distance v" du cdte positif, elle est — s-. 

Si les forces P^, P^ei p ne sent pas touted de inline sens^ le 
signe variable de fx fait connaitre le sens de la flexion au point 

vu, 

variable M, et la formule A := -p- reste applicahie ^ ^ard 

aux signes de ^ et de t;. En niettant pour v ses deux valeurs 
extr6oie3 — v' pour les points situ^s au-dessus de la couche- 
des fibres neutres, et v" pour ceux qui sont au-dessous, on 
trouve toujours pour JR deux valeurs de signes contraires : 
Tune positive, sigpifiant pression ; Fautre negative, signifiant 
tension. Si Tune descourbes^ M^ 1|,, M, M^^ a un point d'in* 
flexion, on en trouvera Tabscisse eq posant pour cette courbe 
jx=o^ et cherchant la valeur de x autre que jcz=o et x = a 

m 

qui satisfait k cette condition. 

En tout point, extreme ou iQterm6dii^ire, oii |x:;=o, il n'y a 
pour toute la section ni pression ni tension longitudinale ; la 
courbure est nulle et le mot inflexion signifie non- flexion. 

57, Inelinalsons de la fibre moyenne. — RemplaQOns /x 

par ef'' (x) dans Tequation [15] ; nous avons pour un point quel- 
conque entre M^ et M, 

ef " {x) = ip (tt« ^iax + x^)^ P. (/—*) + P. (« — «), 

d'oii en multipliant par djc el en int^grant^ eu ^gard k la con-* 
dition que, pour jc= o , /*' {x) devienne a^ , 

.t[f(x)—a^]r=:^pla^x-^ax^ + jj i 



t 
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Poor les dirers points de h oonrfoe M,l|., I'eqaatioD des mo- 
ments se redoit a 



t^A^)=ipi^*—^"+^ + ^A^—x). 



Moltiplions par dx, et integrons en determinant les constantes 
demani^re que lesdeux coorbes M^^ , ^i^ aient la m^me tan- 
genie en M^, de sorte qae poor x= £, r^' (x) devienne egale a 
f (x). Poar cela le procede le pins rapide estde mettre an premier 
membre de la nourelle equation la m^me constante — ^a^ qu'a 
Fequation [17] ; puis on complete le second membre par la con- 

stante P, — ^ale k ce que devient P. ( ^ — -j- 1 de 1*6- 

quation [17] , quand on &it x =£. Nous avons ainsi de M ^ k M ^ 



[18] 




P I x»\ 

+ P.2 + P.(«x--j. 



Les equations [17] et [18] resolvent la troisi^me question. Si la 
fibre moyenne apr^ s'^tre abaiss^e se relive, ou Tinverse, on 
trouvera Pabscisse du maximum ou du minimum de i'ordonnee 
en posant f' (x), dont laracinedevra 6tre comprise entre o et / 
ou f/ (x) = o, dont la racine devra Tfitre entre lei a, 

58. Ord«HH6es de la fibre atoyemHe. — Hultiplions les equa- 
tions [17] et [18] par dx, et integrons la premiere a partir de 
I'origine M ^, ou Ton a simultan^ment x = o et f (x) =z= o, la se- 
conde k partir de M , et par consequent en determinant la con- 
stante de mani^re que pour x = Hes deux valeurs de f (x) et 



4 
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de f, (x) deviennent egales. RemplaQons d'ailleurs la notation 
ff (x) par y, il vient entre M ^ et M , 

, 1 fa^x^ ax^ . jc*\ 

entre M, et M^ 

, 1 fa^x^ ay? x*\ 

) [20] 

C'est la r^ponse ^ la quatri^me question. Si , par example , on 
veut connattre I'ordonn^e y^ du point M, y il faut faire dans la 
demi^re Equation x =: a. II vient 



e (y,-a,a) = i;,a*+ i P.P (3« - ^) + ^ ^.«^. [2i] 



Remftrqne. — Si 2^^ ^tait donn^e^ cette equation servirait k 
determiner Tune des autres quantit^s qu'elie contient, suppos^e 
inconnue. 

Nous aliens montrer par divers exemples Tusage qu'on pent 
faire des formules qui pr^c&dent. 

39. Cas partienUer (*) (fig. ii). — La tangente en M^ est 

(*) II sera fort profitable k rinstraction des lecteurs de r^soadre directe- 
ment les questions traits aax nameros 39 et suivants comme cas parlicu- 
liers> et de faire des applications num^riques des formales, pour di verses 
formes de la section transversale et pour di verses natures de materiaux. 



• • • 
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horizootale ; les forces se r^duisent h nne charge unifonn^mettt 
repartie pa, et a un poids distinct F appliqu^ k Yexttimti L. 
Ainsia^ = o, P^z=o, Pj=P. 

HomeBts ii6eUsBMits. — » L'equation des moments [15] se 
r^diiit h 

1 

qu'on trouverait imm^iatement et qu'on pent ^crire plus sim- 
plement en comptant les distances horii^ontales x' k partir de L 
vers Mo 

Si P est positif comme p, ia plus grande valeur de jx est ep 

Mq chx'zsza. C'est done i^o ^=^ (a P*^ + ^)*» <^ ^^i prouve 

que quant h T^tat de tension et de flexion de la pi^ prismati- 
que en M ^ et par consequent quant au danger de depasser la 
limite d'^lasticit^, la charge repartie pm prodoit le m^ioe effet 
que si elle etait r^unie au' milieu de M^L, ou que si, reduite k 
moiti^, elle etait appliqu^e h, Textremit^ L. 

Si la force P est negative et que la lettre Q designe sa valeur 
absolue, Inequation pr^cedente devient 

La valeur de fx. est done repr^sentte par I'ordonn^e d'une pa- 
rabole dont le minifnum alg^brique est — — , r^pondant k 

jc' = ^ • . Tant que x est <— , fx est n^tif, la courbe 
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tourae sa conpavite dans le sens de Q, Si a est assez grand pour 
que x! devienne > — , le monoent u est alors positif, et au 

point oil xf=2—=- la courbe a une inflexion. Dans ce cas la 

P 

plus grande valeur absolue de [jl est la plus grande des deux 
quantity 

OWIoim^e finale. — La valeur de y^, quand on fait, dans 
r^quation [21], <z^ = o , p^ = o, P, = P, devient 



1/1 1 \ «' /3 \ 



[22) 



Ainsi la partie de y, due k la charge ;ia uniform^ment r^partie 

3 
n'est que les - de ce qu'elle serait si cette m^me charge 

o 

^tait reunie h Textr^mit^ L. 

40. Priame reposaiit Ubrement Gtiar deux appals de niveau 

(fig. 12). — A et A' sont les points d'appui qui sont supposes 
n'exercer que des reactions verticales. De A en A' agit une 
charge uniform^ment r^partie pa ; en B s'exerce en outre la 
force distincte P. La statique fait connattre imm^diatement les 
ructions, savoir : 

1 V 

en A, - pa + p « . 

12 a 

en A , a P** + ^ " • 

Z A 

L^inclinaison a^ au point A pris pour origine n'est pas don- 
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n^e, mais elle se trouverait determinee par r&iuation [21] dans 
laquelle on ferait ^,=0, P,=P et P, = — l^P^+^-j ; 

on pent d^s lors resoudre toutes les questions indiqu^es aux 
num^ros 34 et suivants. 

D'ailleurs la connaissance de a^ n'est pas n^cessaire pour 
calculer les efforts tranchants^ et le moment fx d'oii Ton conclut 
les pressions longitudinales. Pour un point M situe entre A 
et B, en appelant x la distance AM et prenant le sens ascendant 
pour le sens positif des forces, on remarque que la somme des 
moments autour de M des forces qui agissent depuis ce point M 
jusqu'li A inclusivement est ^gale^ k cause de Tequilibre, k la 
somme des moments, autour du m^me point, mais en sens con- 
traire, des forces qui agissent depuis A inclusivement jusqu'k M. 
On obtient ainsi imm^diatement 

/I Pl'\ 1^1/ ^PV \ 

Cette quantity est proportionnelle k I'ordonn^e d'une para- 
bole dont Taxe principal serait perpendiculaire aux x, ou bien au 
quarr^ de Tordonn^e repondant k Pabscisse x dans un cercle 

2pr 

dont le diamfetre 6gal i a-\ aurait son origine en A. 

pa 

i PI' 

Done si / est < s ^'tH » la plus grande valeur de a sur la 

^ pa ^ 

i PV 

parlie AB a lieu au point B, Si '>;;aH , le maximum de 

^ ^ ^ pa 

i PI 

fx repond a x = - a H . 

^ ^ ^ pa 

On aura done, en choisissant /> ^^ la plus grande valeur de 
fjt, savoir : dans la premiere hypothfese, 



a/ 1 \ 
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et dans ia deuxi^me, 



1 /I Piy 



Les inclinaiioM et ordonnies aux divers points seraient don- 
riies par [17] , [18] , [19] et [20]. 

Dans le cas plus particulier oil le point B est le milieu de AA', 

i 

les reactions des appuis sont toutes deux - (p^+PU le plus 

grand moment fl^chissant a lieu au milieu B et a pour valeur 
J a |P + - paj ; la courbe est horizontale en ce m6me point, 

et Ton obtient pour la fl^che /*, en mettaut, dans i'expression 

i 

de y^ du num^ro 39, - a au lieu de a , ^^ au lieu de p , et 

i 

- (P + pa) au lieu de P, 



^=i4('+§H- 



Done, quant k la production de la fl^che, la charge pa uni- 

5 
form^ment r^partie ^quivaut k une force - pa appliqu^e au 

o 

milieu B. 

41 . Prisme eneastr^ en an point M ^ et reposant il I'extr^- 
ndt^ L sur on appal (fig. 13]. — On suppose que la partie de 
prisme M^M ,L soit assujettie en M^ h une inclinaison connue a^ 
h Thorizon ; qu'au point L dont Tordonn^e y^ est connue, ce 
corps repose sur un appui qui n'exerce qu'une reaction verti* 
cale; qu'au point M, il soit sollicit^ par la force verticale P; 
qu'enfin dans Tintervalle M^L ^gal & a , il supporte une charge 
uniform^ment r^partie pa. On pose les m^mes questions qu'au 
num^ro 34. 
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Suivant la remarque du numero 38, T^quation [24] dans la- 
quelle on connalt y^ — a^a, distance verticale du point L au 
prolongement de la tangente en M^ prolong^e, sert k determi- 
ner la reaction inconnu^ P. de Tappui. En la repr^sentant par 
— Qy et faisant P^ = P, on trouve 

et cette valeur substiluee h — P^ dans les diverses Equations du 
numero SSr^soudra les questions proj)osees. 

42. €as partlealler du numero pMleAdent« k— Le point 

d'appui L est sur le prolongement de la tangente en M^, et Ton 
neglige aupr^s de P la charge uniformement r^partie. Ainsi • 

Done 

P(3«-/) 
^- ^» ^ 

L'^qtiatSon des ihoments [16] devient u = — Q {a — jc) , 
ce qui montre que de il, en L la cGarbe est concave vers le 
haut, et que sa courbure diminue de valeur absolue depuis M« 
jusqu'k L oh elle est nuUe. 

L'^uation [IS] peut s'^orire ainsi t 

fX = Pf — ©ft — (P — (?) X . 

Cette fonctiott 6tant du premier degre a toutes ses valeurs 
comprises entre les deux extremes, savoir : pour 

ic£=<i, (i^tizPl^Qa et,pour x=zl, /x,i±: — 0(^-"0» 
La deuxifeme est 6videmment negative. La premiere est posi- 
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tive (ce qu'on v^rifierait directement en y mettant pour Q sa 
valeur j , ^tks quoi la courbe, partout concave vers le haul, ne 
pourrait passer en M^. 

Le point le plus bas de la courbe est au point dont I'abscisse 
rend f [x) nulle dans Tune ou Tautre des equations [17 et [18]. 

43. Cas encore plm partiealler. — En OUtre des conditions 

pr^cMentes M, est le milieu de M^L; ainsi Izzz-a. On trouve 

ft ^ • K 

Le plus grand moment fl^chissant est done en M^ et a pour 

valeur r^ P* . L'^uation [18] oil Ton fait f, (x) == o feit con- 
ic 

5 
naitre, eu egard aux donn^es et k la valeur de Q = --^ P, 

ID 

I'abscisse du point le plus bas de la courbe x = a / 1 — - 1 jt i J , 

et ces valeurs de Q et de jc substitutes dans T^quation [19] 
donnent Tordonn^e du meme point ou la fl^che qui est 



45Pa3 



~48K 5 £;/ ~ 48 



48 EI ' 



tandis que si la pi^ce etait librement pos^e aux deux bouts , la 

1 Pa^ 

flfeche (34) serait -^ -—• . 

40 EM 
44. Auire eas partleuller du nam^ro 4f . — Le point d'ap- 

pui L est enoore ^ur la tangente en M^ prolong^e ; entre ces 
deux points la pifece n'est soumise qu'k la charge reparlie pa. 
Ainsi 

y — oL^a = 6 et i* 2i= o . 
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3 
La formule [23] donne Qzzz-^pa et T^quation [15] devient 

o 

pour toute la courbe 



V' = ^Pi^— x) li^~^l> 



[24] 



1 

/x se r^duit k z^ro par x = a et par x = •- a , qui corres- 

pond au point d'inflexion. 

Le maximum de courbure entre le point d'inflexion et I'extr^- 
mit^ simplement appuyee L s'obtient en ^galant a z^ro la deri- 
v^e de ^, savoir : 

1 5 •• 9 

— •jU'^'X — a + jc=:o; d'oii xzzz^a et |jl =^7^5 P^^' 

A partir de Textr^mit^ M^ jusqu'au point d'inflexion , fx et la 
courbure diminuent ; la plus grande valeur obtenue en faisant 
jc = o dans [24], est 

et excMe le maximum analytique ci-dessus trouv^ qui a lieu 
au delk du point d'inflexion. 

Lorsque la pi5ce est simplement posee h ses deux extr^mi- 

i 

t^s (40), le maximum de /x est ^galement 3 pa^-^ mais il a lieu 

o 

au milieu de la pitee. 

Le point le plus bas de la courbe, quand la tangenle M^L est 
horizontale, s'obtient en faisant, dans T^quation [17], 



3 

f'(jc)=z=o, a^=o, P. = o, P^ = ^-pa; 
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on supprime le facteur jc qui r^pond au point M^ ; on a 

15 3 

oca— — ajc+-aa=o; d'oii x=0,578a. 

En substituant cette valeur dans T^quation [19], on trouve pour 
la fl^che f 

tandis que, si la pi^ce est librement pos^e aux deux bouts (40), 
on a 

-^ = ^ = 0,013. 
pa-a^ 384 

i L'hypoth^se th^orique d'un encastrement horizontal serait 

pratiquement r^alis^e par une poutre prismatique reposant sur 
trois appuis de niveau, equidistants, et charg^e uniformement 
dans les deux intervalles. En d^signaut chacun d'eux par a, et 
la charge totale par 2a, on verra facilement que la reaction de 

i chaque appui extreme ^tant - pa , celle de I'appui du milieu 

est -^pa ou - de la charge totale. 

48. Yoici maintenant un cas qui n'est pas, comme les pr^* 
cedents, immMatement compris dans le probl^me du nu- 
m^ro 34^ et dont la solution exige un complement de methode. 



Portion de prlsme encastr^e il ses extr^mlU^s (fig. 14). — 

Cette portion, dont la ligne moyenne fl^chie est M^M^M,, est 
assujettie h former des angles donnas b. Thorizon, aux points M^ 
et M, qui ont une petite difference de niveau, et oil sont des 
appuis qui, k gauche de M^et k droite de M^, n'exercent que des 
forces verticales, les unes ascendantes, les autres descendantes. 
Au point M, agit une force verticale P^ , et dans la longueur a 
de M^ h M, s'exerce une charge pa uniformement r^partie. On 
propose les m^mes questions qu'au num^ro 34. 



Goncevoas uae section trAnsversale faite trte^pris et h gauche 
du point M,. La partie du solide qui reste au del^, a droite de 
cette section, exerce sua: le solide M^M^, situ6 k gauche, des 
forces qui se r^duisent k un effort tranchant vertical Q et k un 
couple ^alement inconnu dont nous representons le moment 
par jutj. Cest une consequence de ce que, par hypoth^se, les 
appuis n'exercent sur le prisme que des forces verticales. De 
m^me la partie du solide situ^e k gauche d'une section faite 
pr^s et k droite du point M^ exerce sur la partie Sf^M, un effort 
tranchant Q^, et des forces loqgitudinales ^quivalentes k un 
couple — ^Q» La statique ne nous donne que deux equations 
entre les quatre inconnues Q^^ Q, [jl^ et jx^, savoir : 

Q+Qo — P-^pa^zo, 

et 

La th^orie de r^lasticit^ doit en fournir deux autres. 

En imitant la marche suivie aux numdros 37 et 38, avec CQtte 
difference qu'on a egard au moment |ul^ , on a pour un point M 
de la courbe M^M, Tequation des moments ci<-apr6s et ses con- 
sequences obtenues par deux integrations successives : 

el»(at) = |;*(a — *)» + i»(/, — *) — Q(a — x) + (t„ 



, . _ 1 /a"*" ax* x"] . „ /f,*» x3\ 



m] 






w 



PUSflB DOCBLBttDIT BUCASTBt. 51 

Pour un point de la eourbe Mflf ,, on a de mtme, eu ^ard ^ la 
tangente commune, 



e «"i W == ^/^ (« — *)*- <?(« - ^) + ^ » 






>[261 



^2 6 



c[j,-«.x] = -;,(-^ -r+12/ 



Les deux derni^res equations doivent £(re v^ri&^es par 
jr = a, f/ (x) = — /3 et y =yj, en appelant |3 Tinclinaison ^ 
Thorizon de la tangente en Sf , menee dans le sens des x n^ga- 
tifs. Ainsi 



2 "^ 9J 



[27] 
£ (y« — ao « = g Z'^* + ^ 






deux equations du premier degre pour deux inconnues <? et [x,. 
Ges quantit^s etant deterniin^es, leur substitution dans ies 
equations [25J et [26] servira k trouver ie moment fl^cbissant, 
I'inclinaison et Fordonnee en un point quelconque. 

46. Cas partieniler. — Pour simplifier les calculs, nous 
supposons ies encastrements horizontaux, les appuis de niveau, 
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et nous faisons abstraction du poids ou de la charge r^partie. 
Ainsi «« = •» P = *^> y« = ® ®* p = o, Les Equations (27) 
donnent alors 

/J (3a — 2^) ^ „ ^ (« - ^) „ II h 



La premiere des Equations [25] se rdduit au premier degr^ en jc 
par 79 = o ; il s'ensuit que de M^ li M ^ , le plus grand moment 
est k l^un de ces deux points. En faisant xzzzl^ dans cette Equa- 
tion et en y substituant les valeurs prEcEdentes de Q et de (x, , 
on a le moment fl^chissant Sa M^, 



2P/; l\ 



D'ailleurSy en remplagant l^ par l^ et vice versd dans Texpression 
de jjL„ on a celle de jx^ en M^, 



Pl V 
11 = ' ' 



Done les trois moments jjl^^ , jx, , jx, sont entre eux comnie 

4^ 2 1 

f > "" et — • 

47. Cas plus partieaiier. — H^mes hypotheses et de plus 

1 
M, est le milieu de M^M,. Ainsi l^=z^a . On a, en appe- 

lant flsL fl^che, d^duite de la troisi^me des Equations [25]^ 



1 11 /a\3 

K. = (x. = ^ = -p«, (> = -p et W=2i^(2) ; 
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tandis que si la pifece ^tait simplement posee, on aurait, en fai- 
sant ;> = a dans la derni^re formule du numero 40, 

Entre M^ et M, est un point d'infflexion oil H^ = o et jc=-«. 

4 

48. Autre eas partlenUer. — On suppose encore les encas- 
trements horizontaux et les appuis de niveau, mais on fait P^=^ti, 
les charges se reduisant k la force pa uniformement repartie. 
Les equations [27] deviennent 

o=pa^^ZQa + %^^, et a = 3;ia2 — 8<?a + 12|:jt, , 
d'oii 

La premiere Equation [25] devient 



= 2p(g««-«x + x>) 



On en conclut qu'au'milieu de la pifece, on a 

- ^ a ^ 

C'est done aux points M^^ et M, qu'a lieu la plus grande valeur 
absolue du moment flechissant. 

Entre chaque extremity et le milieu, il y a une inflexion qu'on 
obtient en faisant [^ == o ; d'oii 
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i i 

Enfaisant oc^ = o^ P=o, Q = ^Pa, it^^zzz—pa^ et 

i 

x = ^a dans la troisifeme Equation [25], on a pour la flfeche f 
la relation 



qu'on trouverait si la pi^ce 6tait simplement pos^e (40). 

49. Remapqoe. -^ Bien que di|ns les questions pr^c^dentes 
nous n'ayons suppose qu'une force distincte intermMaire P 
ou P, , on comprend que la m^thode indiqu^e s'appliquerait 
sans difficult^, avec des calculs plus ^tendus^ k un nombre quel- 
conque de forces transversales. Mais nous allons g^n^raliser la 
question en supposant que le solide^ dont }a fibre moyenne est 
naturellement droite, est form^e de parties prismatiques dans 
lesquelles la quantity EI ou e est constante pour chacune de 
ces parties, mais variable de Tune k Tautre, et en supposant en 
outre que ces parties supportent des charges r^parties dont 
rintensit^ par unit^ de longueur est variable d'une partie k 
I'autre, quoique constante pour chacune d'elles. 



§6. 



cMftALtSATION BES QUESTIONS PBfiClDENTES SUR LES PiaSMSS 

CHlRGfiS TRAlfSYERSALSBIENT. 



SO. Qaestlons ft r^ondre. — Soit (fig. 15) M^M,... Mo la 

fibre moyenne d'une portion du solide, fl^chie sous I'action de 
forces qu'on peut, pour fixer les id^es, supposer toutes verti- 
cales, mais d'ailleurs descendantes ou ascendautes. Dans cha- 
cun des n intervalles M^M, , M^M,,... Md-iIHo dont les lon- 
gueurs sent /, , l^f..4 IntCe solide est prismatique^ et le produit 
EI prend successivement les valeurs e, ^ e.^.*. en* Aux points 
M, , M,,... Mo^i s'exercent les forces P,, l*av Pit-i- Dans 
les n intervalles M^M, , infill,,... Mo^Mn, agissent des forces 
uniform^inent r^parties, ayant les valeurs pj^^ /'a'tv Pnhi* Au 
del^ du point Mn agissent des forces verticales Q, Q',..., d'oii il 
resulte que la partie du solide situee h gauche (eu ^gard k la po- 
sition de la figure) d'une section transversale passant par le 
point Mn rcQoit, des molecules voisines appartenant k la partie 
situee a droite, des forces elastiques qui sont ^quivalentes : 
i° k un effort tranchant Tn egal k la resultante de translation des 
forces Qt Q\... transportee dans cette section, et 2° k un cou- 
ple dont le moment [^^ ^s^ ^gal a la somme des moments des 
ni^mes forces Q, Q\..* autour de Taxe projete en Mn. Recipro- 
quement la partie du solide situee k droite du point Mn regoit 
des molecules voisines qui appartiennent a la partie situee k 
gauche, des forces elastiques egales et contraires k celles dont 
nous venons de parler, et qui se reduisent a un effort tranchant 
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— Tn egal et oppose a r. et a on coopie doDt ie moment — (i^n 
est egal et oppose de sens a ;<x,. De m^me sor la partie situte a 
gauche de M^ agissent des forces Q^^ i/^— en equilibre avec 
les forces elastiqoes exercees par les moleenles voisines appar- 
tenant a la partie sitnee a droite, lesqueDes se redoisent : i<» a 
mi effort tranchant T^ egal a la resoltaote de translation de 
tootes les forces exterieores qui agissent depots M^ jnsqn'k Tex- 
tremite L, et ^ a on couple dont Ie moment *^^ est ^al a la 
somme des moments des memes forces aotonr de Faxe projete 
en M ^; et reciproqnement la partie du solide sitoee a droite du 
point M. subit, de la part des molecales Toisines aj^iartenant a 
ceile qui est a gaoclie, des forces elastiques qni eqoiTalent h, un 
effort tranchant — r^ et a on coopie dont Ie moment est — i'-^. 

En general, II etant on point qnelconqae de la fibre 
moyenne, il s'exerce entre les molecales Toisines, k droite et k 
gaoche d'nn plan transrersal passant par ce point, des forces 
mntnelles egales et opposees : la partie sitnee a ganche revolt 
de ceDe qni est a droite des forces redoctibles k on effort tran- 
chant que noos designons par T et a on coopie dont Ie moment, 
appele moment flechissant^ est designe par ^ Noos choisissons 
poor Ie sens positif de T Ie sens descendant qoi est aossi celui 
des forces ^«^a-- FJ^^—y ^ ^''^ positif do moment f- est de 
drcHte a ganche par en has. La partie ^tnee k droite du plan 
transrersal en II revolt de Tantre des forces eqaifalentes k un 
effidrt tranchant — T et a on coopie dont Ie moment est — p.. 

Gela pose, nous allons rechercher les relations qui iient les 
diverses quantites qu^il pent ^tre utile de con^derer dans Ie so- 
lide depob Ie point M^ jnsqu'au point Ma, saTcrir : les longueurs 
/,, f„...r les quantity e,, s^...., les forces exterieures F,, ^av 
FitFi-*-' ^^ efforts tranchants, les moments flediissants, les in- 
clinaisons de la fibre moyenne, et les coordonnees de ses diffe- 
rents pcHUts. 



^I. EffMtB tyufcaati. — Si Ie point M est suppose entre 
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et M,, et si Ton d^signe par x la distance M ^in/eii consid^- 
rant la partie du solide comprise entre les deux plans transver- 
saux passant par M et Md, on voit que les forces exterieures 
sous Taction desquelles cette partie est en ^quilibre sont : les 
deux couples extremes dont les moments sont ^[x et [Xr^ et les 
forces paranoics 

L'une des Equations d'^quilibre consiste en ce que la somme 
alg^brique de ces forces parall^les est nulle. U serai t trfes-facile 
d'obtenir uue Equation analogue pour le cas oti le point M serait 
dans un autre intervalle. 

Si k droite et k gauche du point M on imagine deux plans 
transversaux infiniment voisins, les efforts tranchants que subit 
la tranche infiniment mince qu'ils comprennent, de la part des 
deux autres parties du solide^ sont ^gaux et de sens contraires, 
parce qu'aupr^s de ces forces finies disparatt la force infiniment 
petite due a la charge r6partie d'une mani^re continue ; mais il 
n'en est pas de m6me d'une tranche comprise entre deux plans 
voisins du point M^, Tun k droite, Tautre k gauche. Outre Teffort 
tranchant T^ du c6te droit et Peffort tranchant — T', du cdt6 
gauche, la tranche subit encore la force P, ; il faut done pour 
r^quilibre qu'on ait T^quation 

T, +P, — r, = o. [28] 

Gela entendu, cherchons les relations qui existent entre les 
efforts tranchants extremes T^ et r«, et les efforts tranchants 
T,, T^,,«. ^n-i qni ont lieu k droite des points M„ M„... Mw_i, 
La partie. du solide comprise entre un plan passant en M^ ou 
trfes-prfes de M^, et un plan tr^s-prfes et k droite de Mj, est en 
^quilibre sous Taction de forces exterieures qui se reduisent 
aux deux couples — (jl^ et p., et aux forces verticales — T^, r„ />,/, 
et P,. On a done 
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On a de m£me pour les intervalles suivants, en aug- 
mentant successivement, les indices d'une unit6 : 



n Equations entre les n + i efforts tranchants au delit et prits 
des points M^, M„ M,,... M,,. 

Quant k Teffort Iranchant T au point At entre H^ et M, , oti 
trouve par la consideration de I'^uilibre de la partie comprise 
entre M et le plan transversal situd prds et au deU de M. , en 
appelant jc la distance M^M^ I'^uation 

T=:r^ — pjc, [30] 

formule applicable aux autres intervalles en augmentant les in- 
dices et appelant toujours x la distance du point consider^ k 
Textremite gauche de TinterValle oil il se trouve. 

32. Homenis ll^ehlssants. — Soient d^sign^S par [x^, jjl^, 
|^a»*--9 \f-ny l6s moments fl^chissants qui correspondent aux 
points M^, M,, M^,... Mn. 

Considerons, comme ci-dessus, la portion de solide flechi 
comprise entre un plan transversal passant en III^ ou prfes de M^ 
et un plan passant en M , ou tr^s pr^s de M^ , et posons Tequa- 
tion des moments autour de Taxe projete en M, de toutes les 
forces exterieures prec^demment ^numer^es, en remarquant : 
!<" que, quel que soit Paxe perpendiculaire au plan de flexion, 
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les couples ont toujonrs les m^mes moments ; 9* que la r^sul- 
tanie des forces dont la somme est p^l^ passe au milieu de M^M^; 
3® que les moments des forces T^ et P^ sont nuls autour de M,. 
Cette Equation est 

1 

d'oii 

f^o — fAi = ^0 ^ — 2 ^» ^' • 
On a de m^me, pour les intervailes 8ui?«its : 



^i — fA«= ^1 h'^^PtK 



[3i] 



1 

n equations entre les n+ 1 moments fl^hissants qui correspon- 
dent aux points M^, M^, M,,..., Mu. 

[jL etant le moment flechissant qui correspond k un point 
quelconque M, supposons ce point entre M^ et M^ ; posons 
M^M =:r X, et faisons pour la portion de prisme comprise entre 
M^ et M , ce que nous avons fait pour la portion M^M,, en pre- 
nant les moments autour de Taxe projet^ en M des forces qui 
la sollicitent ; nous avons ainsi 

l^-V'o+T.x—p.x^z^o. [32] 

[X ^tant calculi d'apr^s cette Equation pour la section passant 
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par M, on aura, par la formule [12], la force ^lastique longitudi- 
nale R, au point de cette section dont la distance k I'axe M est v. 

83. L'effort tranehant est exprliii6 par la d^rlv^e relatlTe 
ft I'abselsse jc da moment I16chlssai»t ehan^^ de slgne. — La 

comparaison des formules [30] et [32] donne lieu k une remar- 
que utile : c'est qu'il en resulte la relation 

d[X 
dx 

II est facile de la demontrer directement. Si l*on appelle a la 
distance, k Torigine des x, d'une quelconque des forces trans- 
versales P qui agissent au delk du point HI , dont Tabscisse 
est X, on a 



3ltMl* = l*(a— Jc), 



et par consequent 



jx = SPa — xSP, 



d'ou (19) 



d[X 

dx 



84. Ineltnaisons de la fibre moyenne snr I'axe Ox. — - 

RemplaQons [jl par sa valeur £/r'^ (x) que nous repr^sentons par 
e,r" (x), en supposant, comme nous Tavons dit, que le produit e 
soit constant dans rintervalle M^M,, Hultiplions T^quation [32] 
par dx et integrons depuis x =o jusqu'a x quelconque, mais 
moindre que /,. Nous obtenons en appelant a^ la tangente de 
Tangle que fait avec Ox la fibre moyenne en M^, 



x^ x^ 



«. [»' (*) - «.) = {*.*- ''.•a +/». -fi • [33] 
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II est clair que I'on aurait una equation pareille pour un point 
situ^ dans Tun quelconque des intervalles M^M., Mj^M^,..., 
Mn-iMn, Tinclinaison t' (x) dependant de celle qui a lieu k Tex- 
tremite gauche de cet intervalle. 

Soient a^^ ot^, a,»..-, les inclinaisons correspondantes aux 
points M,^ M^, M,.... En faisaot, dans T^quation [33], x =z 2^, 
nous aurons 



et de m^me pour les intervalles suivants, en augmentant 
successivement les indices d'une unite, 

1 / 1 i \ 



[34] 



an 



1 / 1 i \ 



n equations entre les n + i inclinaisons Oo* aa9-«M an* 

58. Ordonn^es de la fibre moyeime. -» Multiplions T Equa- 
tion [33] par dx et int^grons depuis jczz:o jusqu'k x quelconque 
moindre que l^. Nous obtenons en rempla^ant f (x) par y et ap- 
pelant y^ Tordonnee de M 0, 



111 



On aurait une Equation pareille pour un point situE dans I'un 
quelconque des intervalles M^M,, Mj^M,,..., Mn^iMn^ de sorte 
que TordonnEe y depend de celle qui a lieu h la premiere extrE- 
mit6 de cet intervalle. 



Sotent y^, ys».>M Vn^ 1^^ ordonn^es de& points M^, M^vm ^r 
En faisant x :=; 2, dans {'Equation [2&], on a 



et de m^me pour les intervalles suivants , en augruen-* 
tant successivement les indices d'une unit^, 

4/4 „ i „ i \ 



[36] 



4/4 4 4 \ 

On a ainsi n equations entre les n + 4 ordonntes y^, y,, 

36. Ri^capitulatlon des formales pr^ei^dentes. — Les equa- 
tions de [3d] h [36] renferment dn + ^ quantit^s dont les unes 
peuvent 6tre connues et les autres inconnues^ savoir : 



I 



n + t loogueurs.., ..«..^ hni%t^^*>^i^t 

n proJuits J?/. e4,e,^^.,8», 

n — 1 forces distinctes P,, P,,.-» Pn—ij 

n valeurs des forces repariies.. P4> P«,-.vPn, 

n+2 efforts Irancfaants aux points \ 

Mo, lUitetlll^et att deludes f TQyTi,Tt,...,Tn,Tyf rt+leiq. [29]et[30], 

points Ml, Ma,..., Mn— 1... j 

nH-2 momenls [*t.feS,,|*,:r*'»H*»l*» \ »-f-t »< [3Al«t[3«], 

n-h2 inclinaisons a^a4,*„„.,an,a,.I «+l » [33.]et[34], 

n + ^ordonn^es !/o,yi,y«r • ,2/«,S^; / « + t » [a5]et[36], 



■» ■■ 



Sn+S quantiies. 4»H*4^((aAtieiR&. 
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Aiosi lorsque 4ii. + 4 de ces quantit^s seront doanees on 
pourra en general calculer les 4n + 4 autres. 

Nous allons indiquer ['application de ces g^n^ralit^s k quel- 
ques cas speciaux, 

57. Premier eas. — SoKde assujetti en un point M^ a une in- 
clinaison donnee a^, et sollicite depuis M^ exclusivement jusqu'd 
Cextremite L, par des forces donnees l*, , !*„.••> ^w-i^ ^n , pj^ , 

Les donnees sont ici : n+i longueurs l^» ^,,...> Iny x;]es n 
quantites e,, £»,.«•? Sn; ^ forces P^, P^,..., P„_i, Tn ; n char- 
ges par m^tre p^y ^^v? Pm une ordonnee y^; une inclinaison a^ 
et le moment final jxn = «. 

Les ^nations [29] donneront les n efforts tranchants T^ 

Les equations [31], les n moments flechissants (jl^, (j^o-.'^ 

Les Equations [34]> les n inclinaisons a«» ««>*-» «>*; 
Les Equations [36]» les n ordonnees y^^ y^t-^'y ys* 
Enfin les equations [30], [32]^ [33]eti[35] donneront les quan- 
tites T^ i^, a et y repondant k une abscisse x prise a volonte 
dans Tun des intervalles. 

58. Deuxi^me eas. — Solide assujetti en un point M^ (fig. 16) 
d une inclinaisQn donnee <^^ appayi de Id a son extremite h enun 
certain nombre de points dont les ordonnees sont connues^ et les 
reactions verticales, mais inconnues. Gntre les appuis le solide 
est sollicite par des forces distinctes donnees, teiles que P^> P^> 
^4> ^6V> 6t dans les intervalles M^M, , M.lllj,, M^M,,..,, des 
points d'application des forces distinctes connues ou des ruc- 
tions inconnues, agissent les forces r^parties/i,/^, pj^n*>* 

Ce cas differe du precedent en ce qu'il y a un certain nombre 
des forces P qui sont inconnues, mais remplacees dans les 
donnees par les ordonnees de leurs points d'application. On a 



1 
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done encore pour f rouver les 4n + 4 inconnues, 4n + 4 ^qua-^ 
tioDS du premier degre, comme au premier cas. 



89. Trolsi^me eas. Solide assujettl en deux points donnas 

M^, Mn, d des inclinaisans connues a^ et (Xn^ et sollicite dailleurs 
par des forces donnees P,, P,,... Pn-i, /i,/,, P%h^'" PnU* 

La difference entre ce cas et le premier est que la force Tn 
et le moment ^n sont inconnus et remplaces comme cjuantites 
donnees par Tinclinaison a„ et I'ordonn^e yn* 

Les Equations [29]^ [3i], [34] et [36] suflBsent done pour de- 
terminer ces inconnues. Les equations [29] donneraient les 
inconnues T^^ T^,.,. iV-i en fonction de Finconnue Tn. Par 
suite les Equations [31] donneraient les moments inconnus 
(^0* i^tv (^-1 en fonctions de Tn et de (in. Les equations [34] 
procureraient done en d'autres fonctions de ces inconnues les 
inclinaisons a^,a^y... a«.i et une equation du premier degr^ 
entre <xn connue et les inconnues Tn et Pn. Enfin la substitution 
des expressions obtenues dans les equations [36] et Telimina- 
tion, par addition, des ordonn^es inconnues 2^,« 2(sv- yn^\ pi*o- 
duiraient une seconde equation du prenuer degr^ entre les 
m^mes inconnues. Celles-ci ^tant calcul^es, on se retrouverait 
dans le premier cas, avec cette seule difference cjue p^ ne serait 
pas nul, mais connu. 

60. Qnatri^me eas. Solide simplement pos^ snr nn nom- 
bre 9aeleon9iie d'appuis, solUcite entre ces points par des forces 
distinctes P^ , P,. P^,. . . et dans les intervalles soit entre ces forces, 
soit entre elks et les appuiSj par les forces pj>^^ pj^-- uniform^- 
ment riparties. 

Ce cas ne diff^re du second qu'en ce que le moment ^^ est 
nul et par consequent donne, tandis que Tinclinaison Oq est in- 
connue. Le nombre des inconnues reste done le m^me et les 
questions qu'on pent se proposer sont encore des probldmes 
d^termin^s du premier degre. 
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61. Cas partleuller dn probl^me pr^eMent. — Solide pos4 
en un nombre n + i de points M^, M^,... Mn, sur des appuis qui 
n'exercent que des reactions verticales inconnues (?o» Civ <?n> ^t 
charge dans ks intervalles l^, /^,..« In, de forces uniformiment 
riparties pJ>^, pj^y-*' PtJn. 

Les gen^ralit^s etablies pr^c^demment aux num^ros 51 k 55 
sont ici applicables, et nous en conservons les notations, avec 
cette seule diflTerence que les forces P,, P^,... P^_i qui toutes 
sont les reactions inconnues des appuis interniMaires, sont 
remplac^es avec changement de signe par Q,, Q^^,., 0«.i. Les 
donn^es de ce cas, en y comprenant Tabscisse x d'un point M 
dans une travee quelconque, sont: »4-4 longueurs /„ /,,... /«,x^ 
les n valeurs de e constantes dans chaque travee et designees 
par £„ e^,... tn\ tes n valeurs des charges par m^tre p^, /'a**-- 
/in ; les n + i ordonn^es des points d'appui ; enfin les deux mo- 
ments extremes [Xo, y-n qui sont nuls ; en tout 4n+4 donn^es^ 
nombre n^cessaire comme on Ta vu (55). Nous allons in- 
diquer la marche convenable pour la determination des 
inconnues. 

62. Recherche des moments fl^chlssants a, ^ [X^i^... Un^f 

— Cette recherche sera n^essairement fondle sur ce que les 
points d*appui ont certaines diffi^rences de niveau et qu'en ces 
points les courbes cons^cutives sont tangentes. Sans supposer 
d'abord que ^^ soit nul, proposons-nous de trouver les relations 
qui lient les deux moments fl^chissants ^^ et [Xp et les deux in- 
clinaisons ol^ et a,^ quatre quantites qui se rapportent aux deux 
appuis cons^cutifs M^ et M,. Pour cela, posons T^quation des 
moments [32] autour de M, 

et pour ^liminer T^ remarquons de nouveau que par x = /« et 
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jui = |u,, cette ^uati<»> devient 

De 14, en eliminant T^ et en remplagant fx par e.f" (jc), on 
conclut 

^ = e.r'(x)=e|! - (M^- ^-^.]*H-^; [37} 

et par deux integrations successives, en supposant rorigine des 
X et des y en SI, , 

e. [f {X) _ aj = ^ _ ^^ + f,, _ ^.) J^+ (*.* , 

En faisant dans ces deux derni^res Equations x = {„ et y = y,, 
coordonnees du point M,, on a 

[ 24e, ^|!_ «,]= - ;/.C + 8 /.^ + 4 ^^. . | ^^^ 
Telles sont les deux relations cherchees. 

m 

6i^. Relation entre les moments fl<^chissants sur trois 
appnis eonseeutifs et les differences tie niveau de ees polntis. 

— II s'agit d'diminer les inclinaisons oco et «,. D'abord des 
equations [38] on deduif pour ^miireE a^, 



Ensuite on remarque que pour rinterralte suWiint M,M, on aura 
des equations toutes pareilies aux Equations [38], qui s'obtien- 
dront en aogmentant tons les indices d'une unit*, at en appe- 
lant jfg la difference de niveau de I'appui Af^, au^dessous du 
point M^ . La seconde des Equations {38] sera done remplac^e 
par celle que voici : 

tliminons ac^ en egalant les deux expressions de 24<X|4 il 
viendra 



*!:'-^MK-J-^*^'^=v+v-^(t-tj 



[39] 



relation entre les moments p^^, ^^j ^^ sur trois appuis cons6- 
cutifs, et 4e6 diff^renees de niireau y^ et y^. 

FAnnale 4e II . ClapeyrMi, ^ Dans ie cas particulier oti Ton 
suppose que la pi&ce eU exactement prismatique dans T^tendue 
des deux travees^ et que les trois appuis Mo> M^ et M, sont en 
ligne droite, T^quation pr^cMente devient 

fornuile tr^s-sinqple, que H. Clapeyroji a signal^ le premier. « 

Quel que soit le nombre » des Iniervalles ou trav^s, en ^1 
augmentant succ^sivement les indices d'une unit^, on aura * 

en tout n — • 1 equations sei|iblables k T^quation [39] comprise 
dans ce nombre. II suffira d^nc en general que deux des n + i 
moments [x^, (x, ,...» \^n soi^nt donnes (par exemple qu'on ait 
suivant F^nonc* jx^ = o et jx/, = o), pour qu'on puisse calculer 
les moments inconniM. t 

Les moments sur les appujs etant calculus, la formule [37] 
qu'on appliquera k une trair^Aquelconque, en augmentant les 



/ 
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indices d'un mdme nombre entier, donnera les valeurs des mo- 
ments correspondants k divers points d^termin^s par leur 
abscisse X, c'est-k-dire par leur distance k I'origine de la trav^e. 
|jL etant une fonction du second degr^ en jc, aura ses differences 
secondes egales, si on prend les points ^quidistants. 

64. Calenl des hicllnalsoiis, des ordonn^es et des efforts 

tranehaats. — Connaissant les moments [x^, |x,, |i^i.-» on cal- 
culera les inclinaisons a^, ««» o^tv** f^^ les formules analogues 
k la deuxi^me des Equations [38]. Puis, on obtiendra les inclinai- 
sons et les ordonn^es en des points quelconques r^pondant k 
diverses distances x par les deux Equations Stabiles comme con- 
sequences et k la suite de r^quation [37]. 

On trouvera aussi, en fonctions de |jl^, [x,, ix^v**> 1^^ efforts 
tranchants T^, T„ T^,..., T^^ par les formules [31], puis 
Teffort tranchant T quelconque par la formule [30]. On trou- 
vera T positif, descendant, lorsque la partie de gauche de la 
poutre termin^e au point M, tendra k soulever ou empSchera de 
descendre la partie de droite ; T sera n^gatif dans le cas con- 
traire; par exemple tout pr^s du second appui M^ oiix=:l^ 
donnera T=:T^ — pj^^ c'est pricisiment T\ suivant la signi- 
fication de cette notation (51). 

&&, Caleol des r^aetlons des appnis, — Ces forces ascen- 

dantes etant designees par Q^, Qt^Qt^—i Qn-i et Qny la premiere 
est evidemment ^gale k T^, et les autres seront donnees par les 
lA formules [k] da num^ro 52 devenues 



t,^t^^pX^q^= 



o, 






r 
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66. Applloatloiis. Deux trav^es ^gales, egalement ohar- 
gees. L.e8 trols appals de nlvean. — En faisant dans I'^qua- 

tion [40J : Z, = /j, =: a , ;/, z=;i, = ;i, jx^ = [jLj, = o, on trouve 



pa^ 



{*'-T 



L'equilibre de la premiere trav^ donne [34] 
et par suite Q^ = ^pa — 2^o = -?" » 

4 

r^sultats conformesii ce qui a ^t^ obtenu autrement'[i4]. 



67. Deux trav^es ^gales, ^galement ehari^es. £.'appiil 
intemM^laire plus bas que les deux antres suppose de 

niveau. — La diff(§rence y^ est ^gale et de signe contraire k y^. 
La formule [39] oil I'on fait 



l^ = l^z=za, p,—p^—p, e, = e, = e, y,= — y„|x^ = {x,=o, 



devient j,, = ^ ^ 2gi [42] 



et combinie avec I'^quation [41], donne 

3pa 3ey. 
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et par suite 

Ainsi I'on pent caiculer de oombien la chargie de Tappui in- 
term^diaire diminue , k mesure que son niveau s'abaisse. 

Cherchons, en fonction de y^ on, ce qui revient au m^me, en 
fonctionde Q^, la plus grande valeur du moment fl^chissant. 
On a, par analogie avec la formule [32] , 



PX^ ! 



son minimum analytique r^pondant kpxzz: Q^^ est 

tandis que, par jc = a, on a 

Comme c'est la plus grande des valeurs absolues des deux 
moments [jl, et \k' qui doit determiner les dimensions k donner 
k la poutre, faisons en sorte qu*elles soient ^gales. Ainsi 

%=:^4-Q.a, d'oi. <?.= (-l + l/i)p«. 



Par suite 



I r— _ (X' = ^ " i p*^ = 0,086 ;»«« 
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au lieu de (ji, szCi^pa^ trouve (44) dans Fhypoth^se des 
trois appuis de niveau* ^ 

La plus grande valeur du moment fl^chissant ^taol ain« 
trouvee, la formule [10] donne 



V 



R' = 0fi»6pa^j , 



ce qui servira k r^soudre diverses questions; par exemple, k 
connattre la charge possible p, si I'on sci donne R\ a ei —,. 

V 

Suppose qu'il s'agiase d'une poutre ea fer^ en forme de dou- 
ble T ; qu'on ait a = 20" ; v' =3 0»,50 : - = 0«*«,0149 ; et 

V 

qu'on s'impose la limite R' = 6*^k X 10®. On en eonclut 
/I m 2600** pour la charge possible par mfetre courant de la 
poutre. 

U reste k calculer la valeur de y^ necessaire pour satisfaire k 
la condition [jt, = — ^', li suflSt de substituer dans [42] Tex- 
pression de li^, == 0,086 pa^ : on obtierit 

ey, 1=0,01 3 ;ia* 



et, en faisant, outre nos donnees precedentes, jB = 2 X 10*®, 
on trouve 



_ 0,013 X 2600 X 16 X 10* _ 
^* "" 2 X 10*0 X 0,0149 X 0,5 ~ ' ' 



Tel est Tabaissement de Tappui du milieu, qui sufSrait pour 
r^duire le plus grand moment flechissant dans le rapport de 
0,125 k 0,086, et augmenter la charge possible dans le rapport 
inverse. 
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68, Quatre traT^es ^i^ales, f^ifalenieiit ehargees; les elmq 
appuis de niveau. — - L* equation [40] par Z^ =: Z, = a et 
p^ z::zp^:=zpy devient 



2^ + 8l^i + 2|^.=;'«^ 

applicable k deux trav^es consteutives quelconques par Tau- 
gmentation des indices. On a ainsi en tout trois Equations dans 
lesquelles il faut faire jx,^ = o, et [jl^ = o. Done 

8|x, +2|x,z=;ia2, [43] 

|2{x.+8^. + 2^. = pa^ [44] 

trois Equations du premier degr^ pour trois inconnues. De [43] 
et [45] on conclut }x, = [x,^ ce qui r^sulte d'ailleurs de lasym^ 
trie. [44] devient done 

4jx, + 8jx, = pa^ , 
ce qui avec [43] donne 

3 1 

Pour determiner Q^ , T^quilibre de la premiere trav6e donne 
Tequation de moments autour de M. : 

d'oii, d*apr6s la valeur [46] de |jji,, 

11 
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L'equiiibre de Tensemble des deux premieres trav^es donne 
Tequation des moments autour du troisi^me appui M. : 

^Q^a — ^pa^ + <?,«+ \^=o; [48] 

d'oii^ d'apr^s les vaieurs obtenues de [jl^ et de Q^, 

32 

Pour trouver Q^ on a^ par la statique^ 

26 
2<?o + 2(?, + 0^=4pa, d'oii Q^z=z—pa=0,9^9pa . 

En d^signant par L la longueur totale 4a, on a 

^ 14 _ 32 26 

^• = 112''^' <^'=142^^' <^*=il2^^' 



Cberchons encore dans ce cas la plus grande valeur du mo- 
ment fl^cbissant, dans le cours de chaque trav^e. 

Dans la premiere T^quation d'equilibre analogue k [37] est 

px^ 14 



44 
dent le minimum analytique, repondant ^ ^ a est 



jx'= — 0,0774 ;ia2. 

Pour un point quelconque de la seconde trav^e on a [37] 

px^ 45 3pa^ 



dont le minimum anaiytique r^pondant k x = -— ^ est 

jjl" = — 0,0364 pa^ . 
En resume les quatre moments fl^chissants principaux sont 

\i! = — 0,0771 pa^ , jjL, = 0,1071 pa^ , 

[x" = — 0,0864 pa* , [JL, q=: 0,0714 pa* . 

Suivant ia remarque faite au num^ro 66, on voit de quel int^rdl 
il serait de diminuer la valeur de jjl^ en augmentant s'il le faut 
celies des autres moments fl^chissants. C'est ce que nous allons 
faire par Tabaissement des appuis iuterm^diaires. 

69. Quatre tr»¥(6es ^iile« et ^galemeMt eliiurff6««. AMvlA 
& dlff^rents niveaux. — Appuis^ deuxi&me et quatri^me k un 
m^me niveau plus bas que celui dea appuis extremes ; appui 
central k un iutre niveau plus bas encore. 

L'^quation [39] appliqu^e aux deux premieres trav^es deviant 
par p« «;= Pa o P) /, SBP <, 5?: n, », sae^Eae, et (x^sao, 

12e 

La m6me formule [3d] appliquee aux trav^es, deuxi^me et 

troisifeme, et oil Ton remplace jjio P^^ l*i» V-i P^ K-i* P^ P^^ 
[X, = {X, et y, — y. par y, — y, = %^, deviant 

24e 
Ces deux Equations du premier degr^ en ^^ «t m donnent 
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Cherchons les minimums analytiques dans le cours des deux 
travees. Dans la premiere, I'^quation analogue ^ [37] est 



px^ Ipa^ \x 



dont le minimum 



^~ ^pa^\ 2 ^V • 



Dans la deuxi^me trav^, la m^me formuie [37] devient 



px^ Ipa^ \x 



dont le minimum 



'^'--.-^^(x+'^--'^-r+'^- 



[51] 



[52] 



Ayant ainsi quatre equations entre (jl, , (jLj , jx' , jjl", y, et y^, 
cherchons h determiner ces six quantit^s de U maniife la plus 
avantageuse. On vient de voir (67) que, lorsque les cinq appuis 
sont de niveau, lea deux moments ffichissants |A^et — |a'' sont, 
Tun, le plus grand, et Fautre, le plus petit. Faisons-les 6gaux en 
posant 
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Les equations [49] et [SO] deviennent en cons^uence 

En consid^rant ces formules^ on voit que |jl et ^" diminuent 
comme k; mais en rnSme temps — p' augmente. De \k il suit 
que la meilleure valeur de k est celle qui rend ^aux les trois 
moments (1.4, — pt" et — \»!, Ainsi 

i /I \2 i 

.(.-*)=*, ou *.-.3* + .=o. 



d^oii 



* = |-|/2 = 0,086. 



Or il se trouve que cette mSme valeur de k rend nul le mo- 

ment u^, car Tequation - + A: = 2 Lrk revient k la pr^ce- 

dente. 
On pent doncfaire simultan^ment 

|ji,=— jjL^rz:— pL'==0,086/>a« et |Jhi = o, 

tandis que si (es appuis ^taient de niveau, on aurait 

|jL, = 0,107 pa^ • 

II reste k savoir quelies seront les valeurs correspondantes 



r 
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de yi et de y^. Les Equations [47] et [48] deviennent 



6e 
7a« 



(^y.-y*)=o,07i/iaS 



et Ton en conclut 



y,=: 0,053^ et y,= 0,027^. 

Quant aux ructions Q^ et Qo les Equations [47] et [48] 
subsistent et donnent 

Q^ = 0,414 pa ; Q, = \,\l^pa ; d'oii ft = 0,828 ;ia, 

au lieu des valeurs 

0,393 )» 1,142 » 0,928 )> 

trouv^es quand les appuis sont de niveau (68). 

Remarqae. — Un r^sultat qui semble assez curieux de cette 
throne est que dans Tespace 4a divis^ en quatre parties ^gales 
par cinq appuis, soit qu'on emploie une seule poutre, ou deux 
ayant chacune la longueur 2a, si dans chaque casnon r^gle les 
difF(§rences de niveau des appuis de la mani^rela plus favorable 
it la resistance, la valeur du plus grand moment fl^chissant sera 
la m^me dans les deux hypotheses, Seulement les niveaux des 
appuis seront disposes autrement. 

70. Pontre nnlfonii^meiit eharg^e et dlvls^e |iar einq 
appuis en quatre trav^es sym^triqnement ^ipales deux it 
deux. 

La charge uniforme par unit6 de longueur est p. 
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La portte des deux travfes eKtrAmes est l^ cetie des deux 
travees interm^diaires est id. 

La diffi^rence de niveau de M^ au-dessous de M^ et de M, au- 
dessous de M^ est jft ; celle de M, au-dessous de M, et de M , 
est y,. 

D'apr^s cela T^quatioD [39] appliqute d'abord aux deux pre- 
mieres travees, puis k la seconde et k la troisieme, devient 

8 (1 + n) ^, +4n^= {1 +n^)t^^ ^(y-" j) ' 

d'oi 

(12n + 16) ^, = {n3 + 2) pP - ^(%. - 3^) , [53] 

■ 

Quant au Hiinimum analytique dans le cours de chaqua ira- 
v^e, les Equations [51] et [52] subsistent si Ton remplace u par / 
dans la premiere, et a par tU dans la seconde ; done 

Supposant donates la charge p et la somme l + nl des^tenx 
premieres travte, prapoeons-nons d« 4^t«riBHMr »> y, et jr. de 



la aianiire ia plas favorable^ et pour cela Imposons-nous la con- 
dition que les quatre valeurs absolues I**, ^» **l^' et — (Jl" soient 
egales, et repr^senton^-les par kpm. 

L'equation [55] devenant 2A: = | kj donne 

^=: 1-^/2 = 0,086. 

— ] donne 
n=4r/i = i,i73 ou i=0,85. 



Ainsi la premiere portee I serait les 0,85 de la seconde. 

En representant par 2a la sonune des deux port^es I et nl, 
nous avons 

2a 
/ = = 0,92a 



ef 

^, = 0,(mpP = 0,086 X 0,85ya2 — 0,073;>a«, 

tandis que si les quatre port6es etaient egales , le plus grand 
moment flechissant, dans Thypoth^se la plus favorable (69) <, 
serait ^gal k O^QS&pa^, et, dans le cas des appuis de niveau, k 
0,107 pa2. 

Connaissant » = 1,173 ;/ = 0,92 a et [a, = l^, = 0fil3pa\ 
on a tes deux ^quatiooos du premier degr6 [53] et [54] pour cal- 
culer les differences de niveau y^ et y„ et Ton trouve approxi- 
QAativement 

y, = 0,117^ et 1/. = 0,052^. 

S 5 ■ 



l> 
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71. Pontres natarellement eoarbes substitutes aux pou- 

tres droites. — L'avantage de mettre k des niveaux difierents 
les appuis d'une poutre naturellement droite est incontestable; 
mais il se pent que le constructeur veuille ^viter ces differences 
de niveau, quelque peu sensibles qu'elles doivent 6tre au simple 
aspect. Le moyen de les faire disparaitre en conservant le m^me 
avantage sous le rapport de la resistance, est de donner a la 
poutre une forme qui naturellement, c'est-^-dire sans charge, 
soit faiblement curviligne, en sens contraire de celle qu'elle 
prendrait si elle ^tait droite. Ainsi, dans le cas du numero pre- 
cedent^ la poutre ^tant couch^e sans charge dans le chantier, 
les deux points situes k la distance I des extremites seraient k la 
distance yt , et le milieu k la distance y^ + y^ de la droite 
joignant les deux extremites. 

72. Poutre prismatique en trois travi^es destinees ft 

diTerses ^preuves. — Cette poutre est supposee naturellement 
droite; pos^e sur quatre appuis de niveau, elle forme trois tra- 
vees dont les deux extremes sont egales. Leur port^e est desi- 
gnee par 2« » et celle de la travee du milieu par l^. Ces trois 
travees doivent subir deux esp^ces de charges, savoir : i^ une 
charge dite permanente, uniformement repartie dans Petendue 
des trois travees^ a raison de p kilogrammes par metre courant 
de poutre; S*" une charge additionnelle et accidentelle, dite 
charge depreuve, uniformement repartie , a raison de pe kilo- 
grammes par metre de longueur, tant6t sur une travee, tantdt 
sur deux ou trois^ ce qui constitue cinq cas accidentels differents. 

Nous nous proposons de calculer pour un certain nombre de 
points de la poutre le moment flechissant et I'effort tranchant 
qu'en chacun de ces points elle aura k subir, soit sous la charge 
permanente seule, soit dans chacune de ces epreuves. 

Appliquons les formules precedentes k la donnee speciale de 
trois travees dont la premiere et la troisieme sont egales. 

La formula [40] appliquee successivement au groupe des deux 
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premieres trav^s, puis k celui de la seconde et de la troisi^me 
devient, eu ^gard k la condition 1^ = 1,, 

8 ih + ^) M. + ^hfj^ = np, + IP,, 

* l,ix, + 8 (i + y ^ = l»p, + l>p,; 
d'oii Ton tire 

en faisant 

L = 87, 4- 47, et L' = 87. + 127, ; 

et Ton en eonclut 

formules que, en faisant, pour abr^ger, 



on r^duit k 



[i, = — *>. + *">, + *';»,. 



« 



Ces expressions vont servJp a' ealciil^t l^s rtfom^ntd fl^chis- 
sants en divers points ddim^s des Ahix trdvfies. A cet eflfet fai- 
sons usage de la formule [37] appliquee d'abord h la premiere 
travee, puis a la seccmde, par raugnientatron des indices. Le 
moment variable dans chaque travee ^tant une fonction de x, 
nous le designohs pai* k notatibn (Xxi p6ut la' pt^mi^re travee 
et \f-n pour la seconde. Nous obtenons en consequence les deux 
formules gen^rales suivantes, dont nous ordonnons les termes 
relativement aux charges p^f p^ et p^ : 



/JC' lix IHx\ k'^x k'x 

f'^^ = (2 - ¥ + IT/ ^' ■^X''- "" T^'/ 



Ces quantites se r^duisent, la premiere, k z6ro par jc = o, et 
k [X, par jc=r2 /<, la sfeconde, k |jl< pa^ ac = «, et a [x^ pair x= l^, 
comme cela dioit 6tre. Nous repr6sentons, pour simplifier, ces 
formules par 

n^ ^ x,>, + x;>. + x;>, 

en designant par X', X^',... des fonctions rfe x, tant6t ]dositiv6s^ 
et tantdt negatives, dont deux sont du second degre, quatre du 
premier. 

Pour satisfaire a la question propos^e, quant aux moments 
flechissants^ il ne s'agit plus que d'apjpliquer ces deux formules 
aux divers cas indiques ci-dessus. On aura les six combinaisons 
consignees dans le tableau suivant. 
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T~" 



DISTRltUTION bfeS CHARGES. 



MOMENTS FL£CHISSANTS VARIABLES AVEC X. 



1 



1" travee 
2^ travee 



Charge permanenle seule sur 
les 3 trav^es 

Charge d*^preuve ajoulefe ^r / 
la 1" travee V **'*^^® 

P«=P-+'Pe. Pt=P5=P V 

Charge d'epreuve ajou tee sur ( i , 

la8« travee V' " , 

I «• travee 

Pi=P5=P, P.=p-+'Pe V 

Charge d'^preuve ajout^e sur / , 

la 1" et la a* trav6e \l ^"^^^ 

/«« l^avee 
P«=P«=P-HPe,P.=P ^ 



Charge d'^preuveajout^e sur / 
la !»• et la 3« travee I 

Pi=P»=i>*» Ps=Pe ^ ' 



'• travee 
iravee 



X,p-t-X',Pe 
Xjp-hX'aPe 

X,p4-X",pe 
X,pH-X",Pe 

X,p-+-X'tpe4-X",p« 
XaP-f-X',Pe+X"aPe 






.^X',pe-+-X'",pe 
ikirX'aPe+X-.pe 



Charge d'6preuve ajoui^e sur ^ ^^ 
les 3 trav^es < * "^^^C 

(2« lrav6e XaP-f-X'aPe+X"aPe-f-X'%p6 



X.p + X',pe + X",pe+X'^pe 



Pi=P« = Ps = P+Pe 



I 



Ces divers moments fl^chissants variables ^tant tous des 
fonctions du second degr6 de jc, pourront 6tre calculus rapide- 
ment, si^ dans chaque travee, Ton fait ci'oltfe x ou les rapports 

X X 

Y et j^ par equidifii^rence : il en r^sultera que dans chaque 

travee le moment fJechissant variera par difference seconde 
cdnstante. 

En bdmparant les six ttloments correspondants & une m6me 
distance x, dd verra quel est en chaque point le ()lus grand 
moment flechissant que la pofutre y aura k subir. On pourra 
peindre aux yeux la loi qui lie les r^sultats obtenus, par une 
courbe qui, dan^ chaque travee^ aura pour abscisses Ids distances 
X et pour ordonnees les plus grands moments. Cette courbe 
sera cdmpos^e d'arcs de parabole. 
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Le calcul des efforts tranchaDts correspondants aux monies 
distances x est beaucoup plus simple. En appliquant ies for- 
mulas [31] et [30] k la premiere trav^e et k la seconde^ et en 
disignant Tefiort variable par Tu dans la premiere et par Tx2 
,dans la seconde^ on a 

Tx2 — — H J p^x; 



ou, en mettant pour |Xi et |x, leurs expressions ci-dessus 
etablies, 



C'est ce qu'on obtient directement, d'apr^s le theor^me du 
num^ro 53, en differentiant Ies fonctions [Mji et |utx2. 

Pour appliquer ces formules aux six combinaisons precises 
au tableau de la page precedente , on dressera un tableau ana- 
logue, qu'il serait superflu de donner ici. Dans tons Ies cas^ 
Teffort tranchant variable etant du premier degr6 en x, ses va- 
leurs varieront par differences proportionnelles k celles des x. 

La m^me m^thode s'appliquerait k un nombre quelconque de 
trav^es de niveau. Pour quatre travees , le moment flechissant 
variable dans Tune d'elles serait exprime sous la forme 

[X„ = Xn>, + Xn'>, + Xn">, + Xn>^ , 

de sorte que Ies quatre coefficients fonctions de x et de Ion- 
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gueurs /,, £,... une fois calcules, serviraient k toutes les hypo- 
theses qu'on voudrait faire sur les charges pty p^,.. dont les 
effets s'ajoutent algebriquement pour produire le moment fXxn. 
L'effort tranchant 7xo serai t exprira^ d'une manifere analogue. 

75. Poutre sur trois appuis airee charges disoontinues. — 

Autre cas particulier de I'enonce du numero 60; solide compose 
de deux parties prismatiques B'A, AB (fig. 17) pos^ sur trois 
appuis de niveau B', A, B, soumis k deux charges uniformement 
reparties sur AB et sur AB' et k deux forces distinctes P', P, aux 
points intermediaires C\ G. La determination des reactions Q 
et Q^ des appuis B et B' pourrait se faire par la methode g6ne- 
rale indiquee au numero 60, niais elle se ramfene k la question 
du numero 34. En appelant a^ Tinclinaison de la courbe 
moyenne en A au-dessous de I'horizontale AB, on a Tequa- 
tion [Si] du numero 38 qui se simplifie. d'apr^s Tenonce par 
y^ = o, et devient 

Ensuite remarquons que la partie AG'B' du solide donne une 
equation toute pareille , si ce n'est que a^ y est remplace par 
— a^, et e, a, /, p, Q par e', a\ T, p', Qf. Ainsi 

I 

On obtient d'ailleurs une autre relation entre Q et Q', en 
posant d'aprfes la statique Tequation des moments des forces 
ext^rieures autour de A, oil agii une troisi^me reaction 
inconnue^ 



Le/i jqicponues Q, C ^^ sont ainsi ditermin^ps par troU 
Equations du prefnjer degr6, et les autres questions k r^soudre 
ne pr/teentent plus aucupe difficult^. 

74. Cas plus particuiier. — Poutre enti^rement prisma- 
tique* cbargi^e uniforro^ment. i^=:P'=so, p'=p^ e' = e. 
li^s 6qyatioDs precedent's deviennept 



0t 



Oa* + <r«'* = §f' («' + «'*). 



Qa^Qfa'=:y(a^-a'^), 



d'ou en multipliapt la dei^xiime par ^\ ajoutant et divisant par 
f (a + a'), on tire 



1 / a'^\ 

= -;,(3« + a'-_j, 



et en changeant les accents 



e'=i;,(3a'+«-^) 



L'une de ces forces pent devenir negative; la pi^ce tendrait h 
soulever Tun des appuis. 
Soit S la reactiop de Tappui A; on i^, d'apr^ la statique, 

ei, par suite, 

d'oit il r^sulte que si la pi^ce est effectiv^ment assujettie k trois 
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points en ligne droite, 1° Pappui interm^diaire porte touj^Mirs 

5 
au moins les - de la cjjaf ge totale p {a A- «% 2« ique la r^ac- 

tion S croit sans limite ^ mesure que la plus grande des 
distances a! et a augmente, leur somme restant constante. 

Si dans les formules pr^cMentes on suppose a! = a, on re- 
trouYe, conform^meni aux num^ros 44 et 66, 



, 3 10 

(?=<?'=-/>« et Sz=i — pa 



75. Aiguilles d'un barrage soutenaiit une charge d'eaa.— 

Ce cas S6 distingue des precedents ep ce^ue ja charge repartie 
sur le solide flechi n'est plus simplement proportionnelle h. la 
longueur. 

i^iei^t (fig. 18) h la larg/eur d'qne aiguille perpendiculaire- 
ment au plan de la figure, et c sop epaisfieur parall^lement k 
la poussee de Teau ; AB =r «, AC := A, AC = A', CM =: z , 
C'M' = z'. 

La pres^on en amont s^ir un element superfidel dont la hau- 
teur est MM4 ou dz et la largeur est b, s'exprime par UzbdZy le 
poids d'un m^tre cube d'eau ^tant n* La somme des pressMons 

i 

en amont est done - n^^. P^ m^fne la somme des pressions 

1 
en aval est - n^^'^. Ces pressions sont en ^quilibre avec les 

reacMoos Q et ff d^ appuis 9 et 4* On aure Q en prenant les 
moments autour de A, savoir : 

Qa=i llbzdz {h — z)—\ h,Jlbz'dz' (h — z') , 
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done 

Le moment fltehissant fx au point quelconque M s'obtient en 
consid^rant les forces qui agissent au-dessus de ce point. Soit x 
la distance au point G d'un point variable entre C et M ; on a 

fx = (J{ii— A+z)— I nx6dx(z — x) 

[87] 

Le maximum de y- entre G et C s'obtient en egalant k z6ro la 
d^riv^e du second nombre : 



o = o— inftz«, ou o=|n-(A»— A»)— infti«, 

z Da z 



d'od 



=1/ 



^3 —^'3 



3a 



valeur qui n'est applicable k la question qu'autant qu'elle est 
plus petite que CC ou ^ — h'. 

Cette condition 6tant v^rifi^e, on aura Texpression du plus 
grand moment flechissant en substituant la demi^re valeur de 2 
dans la formule [57] ci-dessus. 

Dans le cas contraire, il &ut chercher le point de plus grande 
flexion entre A et d. Soit y la distance AM' d'un point quel- 
conque de la courbe AG' au point A, L'^uilibre de la partie AM' 



\ 
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SOUS Taction de la force Q' et des pressions d'amont et d'aval, 
donne 

dont le maximum repond k 
d'oii 



-^-eS^. " «=^n»<-'^.». 



formules applicables si y se trouve < h'. 



S7. 



DETERMINATION DES DIMENSIONS DU PRpFIIi EH tR^jrf^f p^Up PI$C¥ 

GHARGfiE TRANSYERSALEMENT. 



76. Condition d^dnite de la ^waaipp. loiiyitad^nale. — - 

Lorsqu^on connatt le mpment fl^chissaDt u qui r^pond a un 
point doDDe de la courbe moyenne, si Ton s'impose la valeur R' 
de la plus grande force 61asti(jue lon^itiidinaje (j^ui doit avoir 
lieu dans le plan normal correspondant, on a pour Tune des 
conditions auxquelles doit satisfaire le profil transversal 1*6- 
quation [12] 

^_ 

et pour completer la determination, il faut adopter des donnees 
desquelles il r^sulte que le profil cherch^ ne d^pende que d'une 
inconnue. 

Par exemple, si la section transversale du solide doit 6tre un 
rectangle dont les cdtes soient dans un rapport donn^, en desi- 
gnant ces c6tes par c parallele aux forces ei b = nc perpendi- 
culaire au plan de flexion, on a 

1 1 / i 1 



V 

d'od Ton conclura c. 






Si Ton se donnait le c6i& p di^ rectangle, on trouverait le 

i 

c6^ie c par I'^quation ~ ic2j8'=,{ji . 

Si I'oD svppose connu le cdtd c, on obtient Taire D ou be du 

i 

rectangle par T^quation -Qcll'=a, ce qui montre Tavan- 

o 

tage eppnomique d'aqgnienter la dimeDsion c parall^le aux 
forces (ran^versales^ ppisque la section Q varie en rai$on in- 
verse. 
Cependant dans la pratique, s'il s'^^ de poutres ou solives en 

i 5 

bois, on fait rarement ^ <C 5 <? et souvent b = - c 

On pent ais^ment se rendre compte, h un certain point de 
vue^ de la n^cessit^ de ne pa^ faire descendre le rapport n au- 
dessous d'une certaine limite, car il faut au inoins que la pi^ce 
puisse supporter Teffort tranchant T qui a lieu dans la section 
dont il s'agit, et par consequent en appelant F' la resistance 
par unit^ de surface au gli^^ment transversal, qu on ne doit ou 
ne veut pas d^passer (conform^ment k la signification adoptee 
(16 et 47) pour la lettre F) , jl faut satisfaire a la condition 

^= , 

— — F 

Q< • 

Mais une autre consideration pent conduire h une Umite plus 
petite, comme nous aliens le voir. 

77. Rtolstance av |[;lissement longltadlnal des fibres. Cas 

4|i p^f# jr«efaii|;ola^^. — jCQnsjderons la pi^ce cpmo^e formee 
h dfoite de la section X%'' (fig. IQ) de cpuche^ infiniment pe- 
tites A''4iPiB^ AiAjB.Bi,.**) dont les dislt^ncies ^ la couche 
neutre MN sont designees par v% Vt, v^,..., couches ayant T^- 
pa^i^ei^ dv, ^i la largei|r b pprpendici^laire au plan de la figure. 
La portion de couche qui dans T^tat primitif avait la Ion- 
gueur Ab et a actueliement la longueur AB est sollicitee k son 
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extremity A par une force Bbdv dirigee a droite et ^gale a 

—.bdv, le moment flechissant [A^tant ^gal h la somme des 

moments autour de M des forces ext6rieures P qui s'exercent 
depuis M jusqu'au bout de la pi^ce. A Textr^mit^ B de la por- 
tion de couche AB, la force que celle-ci exerce sur le reste de la 
pi^ce k droite, et, par consequent, la reaction qu'elle en rcQcit 
en sens contraire, est exprim^e par la m^me formule, si ce 
n'est que jjl devient jjl + djji, somme des moments autour de IV 
des forces P qui agissent depuis Xjusqu'k Textremit^ de la pifece. 
Done la r^sultante des forces longitudinales que la couche AB 
subit sur ses deux bases est 

b 

—dp, . - vdv . 

Or, suivant le theorfeme du numero 53, on a 

— djjL = Tdjc , 

en appelant comme pr6cedemment T I'effort tranchant corres- 
pondant au point M ou a Tabscisse Xy dont la differentielle dx 
est la longueur MN. 

Done la r^sultante longitudinale ci-dessus mentionnee est 
exprim^e par 

b 

Tdx - vdv . 

La couche AB ne pent done 6lre maintenue en equilibrc que 
parce qu'elle regoit des couches voisines des forces qui s'op- 
posent k son glissement et dont la resullante a la m6me valeur 
en sens contraire. 
Ainsi la couche A"A,B,B" est tir6e a gauche par une force 

Tdjc - v"dv qu'exerce la couche XtXJ^^B^ ; celje-ci est tir6e 
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du m^me c6t^ par des forces dont la resultante est Tdx-Vidv 

et doDt TuDe est la reaction egale et opposee k la pr^c^dente ; 
par consequent , la force dirig^e k gauche et exerc^e sur la 
couche A4 A^B.Bf par la suivante A^A^B^B, est egale k 

Tdx - {v"dv + VtAv) . 

En raisonnant de mdme pour les couches successives, on voit 
que la force opposee a leur glissement mutuel va en augmentant 
depuis A"B'' jusqu'^ MN, oil cette force acquiert la valeur 



b A" 
Tdjc - I vdv {*} . 



C'est ce qu'on trouve egalenient en considerant Tensemble 
des couches comprises entre A"B" et MN. La resultante des 
forces exerc^es sur les basses A'M et B^'IV est la somme des 

forces analogues k la force Tdjc - vAv relative k la couche AB. 

b rv 

Cette resultante est done Tdx - 1 vdv ; sa direction posi- 

A/ 

tive est k droite, par consequent la resistance longitudinale que 
regoit le solide A^'MNB" de droite k gauche, de la part du solide 
A'MNB', a cette meme valeur. 

i 1 

v" etant remplace par -c et I par 75^^? ^^^ 



£ 



vdv z= - c^ , 
8 



(*) Cette formule a et^ d^montree d'une autre manidre k TEcole des 
ponts et chauss^es par M. Bresse, qui a emprunt6, comme il le dit, k un 
Memoire de M. le colonel russe Jourawski Tid^e d^avoir egard au glisse- 
ment longitudinal des fibres. Ce Memoire est insert dans les Annates des 
ponts et chauss^s, 1856, 2« semestre. 
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et la force opposee au glissement sur la surface bdx projet^ 

42 c^ 3 TAx 
en MN se trouve 6gale h Tdx —5.-^ ou ; par cons6- 

quent, en d^signant par s cette resistance au gli^i^to'6nt longi- 
tudinal rapport^e k ruait6 de surfft^^, et en divlsant )i( derni^re 
expression par la surface 6 d jc . on a 



_3 T _3 T 



Ainsi la force S est d'une moit)^ et\ stis pltis ^^attdft (\iie 
Teffort tranchant rapporte k Tunite de section transversale. 

Si Ton d^signe par S' la limite que la force S ne doit pas 
d^passer, on a 

1^=5-. d'ou qJII. [88] 

En comparant cette in^galite k Celle qui se dMuit (76) d^ U 
consideration du glissemeot transversal, savoir : 



Q>p. m 



on voit que si S' est ^gale k F', ce qui doit avoir lieu pour las 

corps a texture gr^ntie, nuegdlite [98] est celle k la^ufelte il feut 

avoir ^gard. II en est a plus forte raison de mSme si la limite F' 

de resistance au glissement transver^jil est plus grande que la 

limite S\ comme dans le bois dont les fibres sont parall^les k 

3 T ■ S' 

la ligne moyenne du solide, car si Ton a Q > 5 -rr et i>Tr/ ^ 

3 T 

on en conclut Q > ^ -; , et Tinegalite [59] est k plus forte 

2 F 

raison realisee. 
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Dans le cas contrarre, s;i F' itait < - S' , il faudralt feir6 

o 
T 

78. Resfstanee an if^lissement lAngfltiidiual dans le cas 

da profit en forme de doable T. — Les mSmes considerations 
s'appliquent aux pieces dont le profil transversal a la forme d'un 
double It (fig. 20). Oh pent, pour simplifier, supposer que 
toutes les parties de ce profil ont de faibles ^paisseurs en com- 
paraison de la hauteur. Solent A cette hauteur, w Taire de cha- 
cune des deux plates^bandeii , k I'^aisseur do cotps interm6- 
diaire^ dit dme de la poutre. 

En A" la pression par m^tre quarre est n" = - A c , et sur 

^ M 

1 aire w, elle est -~- ; en B ' sur w, elle est ^ ^ , 

la r^sultante des forces exercees sur les deux bases de I'^l^- 
ment A"B'' est done 

AwdW. Tdx , 

OU -r- h(0 . 



21 2/ 

puisqu'on a toujours djx = — Tdjc. La r^suJtante des forces 
subies par les deux bases A"]*, B"iv de Vkme est comme au 
numero precedent 



b rv" h h^ 

Tdx- I- v«^ = Tdx . 

/Jo / 8 



Done la r^sist^nce £iu glisseinent, suivant MX, est ef^'ale h la 
somme de ces deux forces, et Ton a 

Tdx /Aw bh^ 

Sbdx=z f-r- H 1. 

i ^2 ^ S/ 
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D'ailleurs on a approximativement I = Sw — 4- t^ ^^^ • 



[60] 



Cette quantity diff^re ordinairement peu de 77- , tandis que 

oh 
T 

I'efifort tranchant par mfetre quarri T est , et, par 

consequent, notablement plus petit. 

AppUeatlon de la femmle pi^e^dente. •»- Supposons que 

pour une poutre en forme de double T, on connaisse la hau- 
teur h du profil, la largeur a des plates-bandes, le moment 
fl^chissant (jl et Teffort tranchant T correspondants ^ un axe 
et ^ une section passant par un point donn^ de la fibre moyenne ; 

Et qu'il s'agisse de determiner la hauteur z des plates-bandes 
et I'epaisseur h de Tftme ; 

De manifere que, pour cette m^me section, la force elastique 
longitudinale la plus grande ait la valeur A', et que la plus 
grande resistance au glissement longitudinal ait la vaieur donn^e 
.S'par unite de surface. 

On aura tres-approximativement, d'apres ce qui pr^cMe, en 
negligeant z aupr^s Aeh, 

w=a«, W=:i^, I=— +2--az. 

/ pouvant etre calcule d'apr^s les donneesA, p.et A, lader- 
niere equation donnera z et par consequent co en fonction du 
premier degre de Tinconnue ^ » et la substitution de cette expres- 
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sion de w dans sa premiere equation reduira celle-ci k ne con- 
tenir plus d'autre inconnue que b au second degre, Enfin de b 
on conclura 2. 

79. Resistanee d'nn pFisme dans le eas de torsion et de 

flexion simnitanees. — Lorsqu'un prisoie est simplement tordu 
par des forces 6quivalentes a un couple, nous savons (\S) deter- 
miner ses dimensions transversales de mani^re que la force F, 
par unite de surface, resistant au glissement transversal des 
points les plus eloignes de I'axe de torsion ou axe moyen, n'ait 
pas k exceder une limite donnee, qui a £te deduite d'experiences 
faites sur la m^me substance, dans des circonstances analogues. 

Nous venons de voir (76) que si ie prisme subit seulement une 
flexion plane, la determination des dimensions n^cessaires se 
resoud par la consideration des forces elastiques longitudi- 
nales R aux ra^mes points les plus eloignes de Taxe moyen. 

Or, il arrive frequemment dans les machines qu'un arbre cy- 
lindrique subisse simultanement les deux deformations dues k 
la torsion et k la flexion. Dans ce cas, une r^gle fort simple et 
qui doit suffire pour la pratique, serait de calculer, en fonction 
du rayon inconnu du cylindre et des forces connues, d'abord la 
force de glissement F, par unite de surface, due k la torsion, 
puis la tension R', aussi par unit^ de surface, due a la flexion, 
et de s'imposer la condition que la resultante 



p/F2 H- il'2 

de ces deux forces rectangulaires n'exc^de pas la limite qu'on 
se donne quand le corps ne subit qu'une des deux deformations. 
Pour le fer forg^, par exemple, cette limite serait au moins de 
6 kilogrammes par millimetre quarre; nous disons au moms par 
la raison qu^une pi^ce tournante, flechie alternativement dans les 
deux sens, est plus exposee ^ Talt^ration de son elasticite qu'une 
pi^ce toujours flechie du m^me c6t^,commedans les construc- 
tions sensiblement immobiles. 

7 



§8- 



SOLIDES D^tGALE RESISTANCE k PIBtE MOTEHNE SEK9IBLE1IENT 

RECTILI6NE. 



80. Prolll transversal variable. — Lorsqu^un SOlide offre 

une longueur assez grande relativementk ses dimensions trans- 
versales, mais que celles-ci varient au lieu d'etre constantes, 
comme nous I'avons suppose au paragraphe precedent, si cette 
variation se fait par degres peu sensibles, on pent concevoir la 
longueur divisee en plusieurs parties pour chacune desquelles 
lapi^ce difF^re peu d'un prisme. Supposons que dans son 6tat 
naturel elle ait une fibre moyenne rectiligne ou tr^s-peu courbee 
dans un plan, que ses sections Iransversales soient sym^triques 
par rapport a ce plan et qu'il en soit de ni6me des forces exte- 
rieures. La fibre moyenne, aprfes la deformation produite par 
ces forces, reste dans le m6me plan appel4 plan de flexion, et 
pour une section quelconque prise en un point M, les relations 
[9] du numero 20 subsistent et prennent les formes [12] du 
num^ro 26 , si les forces exterieures entre ce point et une 
extremite ont une r^sultaute parallele h la section normale ou 
se reduisent a un couple. 

• 81. Cas d'nne force transversale unique. Largevp 4a 

profit constante. — Consid^rons le cas particulier oil la pihce 
de section variable et de faible courbure est k peu prfes hori- 
zontale, maintenue dans eette situation en O (fig. 21) par des 
appuis, et sollicit^e h I'extremite L par une force jverticale 
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unique P y de sorte qu'on neglige ici le poids propre de la pi^. 
Si Ton foit Lil=rjc^ on a pour la tendon longitudinale A' au 
point A' dont v' est la distance verticale au-dessus de Taxe 
projetSen M, 

Equation dans laquelle / varie avec Jt. 

Snpposons , par exemple, que les sections transversales sont 
toQtes reetangulaires, de sorte que la largeur perpendiculatre 
au plan de la figure soit h constante, tandis que la hauteur 
A' A'' est variable et representee par z. On a alors 



h%^ , z 

12 2' 



d'oii 






et 



mz^ = 6Pjc. 



On peul faire tvarier z de mani^re que R', la plus grande ten- 
sion correspondante h Tabscisse x, soit constante dans toute 
retendue AL. La pi^ce est alors dite solide d'egale remtance 
reiativeraent h toute force agissant comme P k i'extr6mite L. 
Cela signifie seuleinent que la plus grande force elastique 
longitudinale par unite de surface est la mdme dans toutes les 
sections* Quant aux efforts tranchants, leur intensity totale veste 
la m6me P dans une section quelconque; mais leur intensite 
rapportee h Tunite de surface augmente k mesure que Taire de 
la section diminue et en raison inverse. 



• • 
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Pour que n' soil une Gonstante , il faut que 2^ soil propor- 
tionnel k jc, et si la ligne moyenne AML est droite dans I'etat 

i 

naturel, la courbe A'LA", dont Tordonn^e variable est - z, est 

une parabole du second degre, dont le sommet est L. 



82. Hanteiir eonstante. - Si Ton Youlait que dans la section 
transversale rectangulaire la hauteur z fi!it eonstante, pour con- 
server au solide la propri^te d'^gale tension longitudinale, il 
faudrait faire b proportionnel k x. La projection horizontale du 
corps serait triangulaire. 

85. Seetions sembiabies. — Si la section transversale ^lait 

1 

circulaire d'un rayon variable z, on aurait I =: -j tt z* et v'=zz, 

4 

d'oii 



1 



equation de la courbe meridienne du solide de revolution si iC 
^tait eonstante. 
En g^n^ral si les sections transversales i^taient des figures 

sembiabies, le quotient — serait proportionnel k v'^ qui de- 

vrait 6tre proportionnel h x pour que la tension JR' restftt eon- 
stante. 

84, Remarque. — L'expression de solide cTegale risistance, 
app]iqu6e k ceux dont nous venons de parler^ n'est pas bien 
exacte, puisque la th^orie prec^dente neglige les efforts tran- 
chants qui, rapportes k I'unite de surface, prendraient une valeur 
trte-considerable, si Taire de la section transversale devenait 
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trfes-petite, pr^s du point d^application de la force P, comme le 
supposent les formules pr^c^dentes. 

On arrivcrait k des resultats moins simples quant au calcul, 
mais bien plus applicables k la pratique si Ton s'imposait la con- 
dition de faire qu'aux points A' et A'^ les plus ^loign^s de la ligne 

moyenne la r^sultante de la tension B' ou de la pression Jf et 

P 

de Feffort tranchant par unit6 de surface — restit toujours 

mm 

de mdme valeur. Ainsi, dans le cas consider^ au numero 81, il 
faudrait k T^quation B'bz^ = 6Px ; joindre 

pi 

€ ^tant une constante, tandis que b! deviendrait variable. En 

p 

eliminant B' et en posant pour abr^ger — 7 = A: qui serai t une 

Co 

longueur, on aurait Tequation 

qui pour x = o donne z = ^, et lorsque x est assez grand pour 
que k^ puisse 6tre n^glig6 auprfes de 12x, revient k z^=6kx, 
equation d^une parabole. 

8S. Probl^me general de l'^£;alU^ de resistance. — Les 

considerations qui precMent peuvent 6tre elendues^ tout solide 
long et etroit sourais a des forces quelconques : on pent se pro- 
poser de determiner les dimensions transversales par la condi- 
tion que la plus grande r&ultante des forces 61astiques par 
unite de surface aux points d'une section perpendiculaire a la 
fibre moyenne ait partout une m6me valeur donnee. On com- 
prend que si les forces exterieures sont aussi donn^cs, le pro- 
bl^me peut toujours se resoudre numeriquement et par approxi- 
mation. 
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86. CliABipeiiieiits bFosqaes 4e «ectl«« tramversale.^^Ofi 

a dd remarquer qu'une condition de la th^orie de la resistance 
des pieces flechies, est que leurs dimensions transversales ne 
varient que par degres peu sensibles^ comparativement a leur 
longueur. Un fait experimental qui prouve Timportance de cette 
condition, c'est le danger de rupture qui se manifesto dans une 
pi^ce dont la coupe passant par sa ligne moyenne presente des 
angles rentrants vifs; danger qu'on attenue en faisant dispa- 
raltre ces angles par des courbes de raccordement dites conges, 
Cela paratt venir de ce que les tranches de la partie brusque- 
ment retrecie^ les plus voisines des angles rentrants, tranches 
planes avant la deformation, ne restent plus telles dans Tetat de 
flexion. 

Cette explication sera plus sensible, si nous i'appliquons au 
cas de la simple extension d*un prisme, que nous imaginons 
compose de tranches materielles^ dont la distance s'accroU en 
vertu d'une force iVuniformemeut repartie sur la base LL (fig. 22). 
Ces tranches dans T^tat d'allongement restent planes^ except^ 
dans le voisinage d'un renflement brusque qui fait que les mo- 
lecules A', A"^, B\ B'^ retenues par celles qui sont situees en 
dehors de la surface prismatique prolong^e, subissent un d^plar 
cement moindre que si cette surface termtnait effeotivement le 
corps; et comme cet effet n'a pas lieu a Tiaterieur, en A el B» 
et que les tranches suivantes G'G% Dl>^,... restent planes^ il 
s'ensuit que les distances A'B', B'C', coot plus grandes que 
AB et BC, et que par consequent la tamon en A' et B' par 

unite de surface est plus grande que la tension moyenne — . 
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87. Prisme charg^^ suivant sa li^f^e moyenne. — On sup- 
pose que la force iV (fig. 23) agisse au centre de gravite B de la 
base superteure du prisme, que sa direction passe au centre de 
gravity A de la base inferieure ou se trouve un point d'appui 
fixe. Une force momentanee a fait subir au prisme une legere 
flexion, et Ton demande sous quelle condition la force iV pourra 
le maintenir flechi et en ^quilibre. 

Soit AB Taxe des x auquel Ay est perpendiculaire. Pour un 
point M quelconque de la courbe moyenne le moment [jl est 
— jyy. On a done 

Pour en conclure Tinclinaison f ' (x) de la courbe, designons-la 
par z. Nous avons les deux Equations 



dii dz 



d'oii, en ^liminant dx, 



^zdznz^'JSydy, 



En integrant et ajoutant une constante arbitrairo necessaire- 
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ment positive, on a e z^=]S (a^-^y^), d'oii en remeltant pour z 

dv 

son 6gale — , on tire 
dx 



V 



^^=^-^ 



ce qui s'int^gre et donne 

I /^ ( ' y\ I /^ 

jclX =arc.isin = -l ou j^zzasmxl/^ — , 

sans nouvelle constante, parce que jc et y sont nuls simultane- 
ment. U faut encore que y devienne nul quand on fait x = AB 
= Z longueur du prisme. Ainsi 

inul/ - j=o, d'oii l\/ -=z»7r, 



sin 



c'est-a-dire un nombre entier de derni-circonKrences de 
rayon \ . Done 

ainsi^ pour c{ue ia pi6co se maintienne flechie, ii faut que iV soit 
an moms tt^ — . 

I /^ 

Si dans la derni^re expression de y on met pour \/ — 

sa valeur — , Tequation de la courbe devient 



In It x\ 
i/ = rtsmf-j-j, 



maxi- 
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de sorte que, suivant que n a les valeurs 1, 2, 3, etc.,y devient 
nul i fois, 2 fois, 3 fois...., pour des valeurs de x qui ne d6- 
passent pas I; d'ou l*on conclut que si le milieu de la pifece ne 
peut s'^carter de la direction AB, il faudra pour la maintenir 
flechie moiti^ k droite et moiti^ k gauche, une force N quadruple 
de celle qui edt suflS pour la conserver Archie au milieu si ce 
point ett 6t& libre, car alors i»=: 2. 

L'^quation y =a sin lx\j^ — ) dans laquelle a est le 

mum de yy fait voir que ce maximum n'est pas determine par 
Tanalyse approximative pr^c6dente, et que lorsque la flexion se 
maintient, quoique faible, la pi^ce est en danger de rupture. 

Exempies. — Si la section droite du prisme est un quarre 
dont le c6te est c , on a /=:--«*, et par consequent 

iV = — n^TT^ £f -- , proportionnelle k la quatrifeme puissance 

du c6te c et en raison inverse du quarr6 de la longueur L 

Si la section droite est un cercle dont le rayon est r, on a 

1 1 H 

/ = -icr* et iV=-n%3jg: 

4 4 £* 

88. Ragles pratiques. — La theorie prec6dente n'est pas 
propre k determiner la charge que peut supporter un poteau ou 
une colonne, parce qu'un tel support n'est jamais pos^ sur un 
dimple point d'appui sans resistance a la rotation, et que la base 
sup^rieure n'a pas non plus la liberte de tourner que suppose 
cette theorie. D'ailleurs, suppose que la valeur de N qu'elle 
donne soit la limite que la charge ne doit pas depasser pour que 
la piece pressee debout ne flechisse pas, cette condition peut 
etre insuffisante, parce qu'il faut encore que le support ne s'e- 
crase pas, condition qui n'entre pas dans Tanalyse qui precede. 
Aussi la formule obtenue est-elle Svidemment impropre k faire 
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connattre la limite de la charge des supports de petite hauteur, 
puisqu'elle donne ISf aussi grand qu'on veut, en faisant / assez 
petit. 

De nombreuses experiences ont conduit k des regies pratiques 
pour determiner les charges que peuvent supporter ies poteaux 
ou coionnes en bois ou en fonte, selon leurs dimensions. 

89. Supports en bbis, ch^ne ou sapin. — Rondelet, cel^bre 
architecte, a cherchd h determiner par experience la charge par 
unite de surface de la section qui produit la rupture d'un sup- 
port k base rectangulaire. Les resultats quMl a obtenus sont con-* 
sign^s dans le tableau suivant : 



Rapport de la hauieur I k la plus \ 
petite dimension iransversalec. ) 

Nombres proporttonaels aux char- 1 
ges produisant la rupture ) 

{..es «^iiies charges exprim^eseo \ _^ 

kg par cm.q ) 

1 


24 
12 

tio 


36 

8 
UO 


48 

4 
70 


60 

2 
85 


72 

1 
17,6 



Si Ton essaye de representor par une courbe la loi qui lie les 
hauteurs aux charges^ en prenant les unes pour abscisses et les 
autres pour ordonnees^ on reconnatt dans ces nombres une ano- 
malie en ce que le deuxi^me point, le troisi^me et le quatri^rae 
sont en ligne droite, tandis que les cinq points autres que le troi- 
si^me sont sur une courbe ayant une grande analogic avec un 
arc d'hyperbole ; et Ton trouve, en eflfet, que la charge par cen- 
timetre quarr6 qui produit la rupture pent 6tre exprimee en 

fonction de rapport - par la formule empirique suivante : 



24200 — 506- +2,74/-) 

- + 40,9 
c 
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Qui, si Ton y fait 

donne la charge en kg par 



c 



cm.q. 



12 



350 



24 



210 



36 



124 



49 



70 



60 



36,6 



72 



17,5 



D'apres Rondelet, il est prudent de ne charger d'une naanifere 
permanente les supports en bois que du septi^me du poids qui 
produirait la rupture. 

H. ]e general Morin cite des piliers en bois dans lesqueis le 

rapport - de la hauteur h r^uarrissage est 9,1 et qui ont sup^ 
port^ sans alteration une charge de 72 kilogrammes , par cen- 
timetre quarr6. En faisant dans la formule precedente - = 9, 1 , 

on trouve 496, dont le septi^me n'est que de bien pen inferieur 
a cette charge. 

Le m^me auteur mentionne des experiences desquelles 
H. Hodgkinson a cru pouvoir conclure une formule qui, trans-, 
formee en mesures frangaises, revient k celle-ci : 

P /c\2 

-,=2562 (-j, 

I etant la hauteur en decimetres d'un poteau en bois de chene 
k base quarr^e dont le c6te serait c en centimetres, et P la 
charge en kilogrammes produisant la rupture. Or les trois 
settles experiences cttees par M. Morin justifient peu cette loi, 
oomme on pent le voir dans le tableau suivant : 



HAUTEUR 
I. 


G0T£ 

c. 


CHARGE 
de rupiare. 1 

P. 


P 


(r- 


RAPPORT 

da 4* Dombre 

ao 5*. 


dm. 
t5,S7 

11,70 

11,70 


cm. 
4,45 

3,81 

2,59 


kg. 
4360 

3560 

793 


kg par c.mq. 
220 

245 

118 


0,0838 
0,1060 
0,0490 


262S 
2311 

2408 
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AJnsi le quotient de la division de — par fy I qui devrait 

^tre constant^ a vari^ dans le rapport de 26 ^ 23. 

« 
90. Coionnes en fonte. — On doit encore k H. Hodgkinson 

des experiences sur les supports en fonte. La formule qu'il a 

proposee pour les coionnes cylindriques en fonte, pleines et a 

bases plates, revient en mesures frangaises a celle-ci : 

P= 10400^, 



P etant la charge en kilogrammes qui produirait la rupture, 
d le diam^tre en centimetres, Zla hauteur en d^cim^tres. II en 
r6sulte que la charge par centimetre quarre serait proportion- 

nelle h. --r-=. 

La verification de cette loi, et en m^rae temps la determi- 
nation des exposants de dei Ae I sont faciles. Soit en general 

^=^-^^ m 

P, del I etant variables, ei A ^m.n etant des constantes qu'il 
faut trouver. 

En considerant une serie d'experiences dans lesquelles le 
diam^tre d est constant , on pent remplacer Ad"^ par une 
constante inconnue B et poser 

B 

relation dont Pexpression se simplifie a Taide des logarithmes. 
On doit avoir 

logP=logi> — nlogL 
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Cela etant, si I'on prend deux axes coordonnes dans un plan, 
qu*on porte en abscisses les diverses valeurs de log / pour la 
s6rie d'experiences dont il s'agit, et en ordonnees les valeurs 
correspondantes de log P, on reconnattra que la loi supposee 
est admissible, au moins pour le diam^tre de la serie^ h ce que 
les points obtenus par celte construction seront approximalive- 
ment sur une ligne droite. On tracera cette droite dont le 
coeiBcient angulaire et Tordonn^e h Porigine feront connaitre n 
et log B, 

En operant de mdme pour les diverses series d'experiences, 
chaque serie relative k un m^me diam^tre, on v^rifiera la loi en 
constatant que I'exposant n doit toujours avoir la m^me valeur. 

D^s lors il ne reste plus que deux constantes A etmk deter- 
miner dans la formule [61]. On la mettra sous la forme 

log P + » log /= log n = log ^ 4- m log d. * 

On prendra encore deux axes coordonnes, on portera en 
abscisses les valeurs de log d des diverses series d'experiences, 
et en ordonnees les valeurs de log B correspondantes. Les 
points obtenus par cette construction devront ^tre sur une ligne 
droite dont le coefficient angulaire et I'ordonn^e k Torigine 
d^termineront m et iog^. 

Suivant Fopinion de M. le general Morin^ la prudence exige 
dans la pratique que les supports ne soient pas sou mis k une 
pression qui depasse le sixi^me de la charge de rupture. La for- 
mula de Hodgkinson donnerait ainsi en kilogramme pour cette 
limite 

P'zziTSO.^. 

D^apr^s le m6me exp^rimentateur anglais , les colonnes 
creuses en fonte, dont les diam^tres. Tun ext6rieur, Tautre 
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int^rieur, soAt d et d\ se rompent sous une charge P donn^e 
par une formule qui est en mesures fran^ises, 



P = 10200 r^r-^ 



ce qui conduit k la limite pratique 



P'=i100 



P' 



U doit etre entendu que ces formula ne sont apjfdicables 
qWk des piliers dout la hauteur est comprise entre S@ el 1^ Ibis 
leur diametre. 

Le diametre int^rieur des supports creux est h peu pr^s les 
quatre cinqui^mes du diametre exterieur. 

91. Influence de I'assajettifssement des basM^set du renfle- 

ment des coionnes. — Nous extrayons des Lecons de M. Morin 
les conclusions suivantes, que M. Hodgkinson a tiroes de ses 
experiences : 

c< l*" Dans les piliers longs, k dimensions ^gales, la resistance k 
la rupture est a peu pr^s trois fois plus grande quand les extre- 
mit^s sont plates et perpendiculaires a la longueur ainsi qu'a la 
direction de reffort, que lorsqu^elles sont arrondies. 

« 2<» Un pilier long, de dimension uniforme, dont les extre- 
mites sont solidement fixees par des disques, des bases ou de 
toute autre maniere , presente la meme resistance a la rupture 
par compression qu'un pilier de m^me section, mais de Ion* 
gueur moitie moindre dont les extremites seraient arrondies, 
m^me si I'eifort etait dirige suivant I'axe. 

a 3® Le renflement ou Taccroissement de diametre des co- 
ionnes vers le milieu de leur longueur angmenle seulemenl leur 
resistance de Wk seplieme h un huiti^me. » 
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ill 



92. Prisme vertieal assojettl dans eette diveetien It mmm 
exii^mit^ i«f«^rieiire. — Ce prisme AL (fig. 24) est charge duu 
poids N a une distance dowuSe LG de textremite L de ia fibre 
moyenne. Soit AL = L^ LC = c, BL = /* ecartement inconnu 
produit par la force iV. En negligeant le poids propre de la 
pi^ce dans la determination de /*, on a par la formule [ii], 
n* 25, pour un point queJconque M de la courbe moyenne AL, 

£r(x)zz:lV(c+/--y). 
Pour en d^duire t' (x), posons f ' (x) = z = — , par conse- 



dx 



dz 



quent, e --- = iV (c + /*— y) , d'oii, en ^liminant dx, 

dx 



tzdz = iV (c+ /*— y) dy , 



et, en integrant. 



tz^z=:JS[^{c + f)y^y^], 

sans constante, attendu que ^ et z sont nuts ensemble. En 
mettant dans pette equation ~ pour z , on a 

dx 



K 



— dx= ^ 



Ka(^-H/)y-2^«' 



d'oii en integrant 



ou 



1/ — x=:arcfcos = i —J. 
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sans autre constante, parce que x eiy sont nuts simultane- 
ment , et quant h la constante d'abord inconnue /*, elle est 
d^termin^e parce qu'elle est la valeur de y qui correspond 
kx = L. Ainsi. 



^+f 



==cos( lI/ -.j; d'oii f= 



,»s(^|/| ' 



Connaissant /*, on appliquera les formules [10], n« 21 .ea 
r^uQJssant a la force iV le poids P de la pi^ce et posant pour 
la section transversale en A 



-=^--;["<'+i+i'd 



ce qui suppose que f etant tr^s-petit, la courbe AML difi%re 
pen d'une ligne droite, et que, par consequent , Tordonnee 

i 

paranoic k Ay de son centre de gravite est a pen pr^s - fy 

quoique inf^rieure a cette quantity. 

9S. Solution approximatlTe. — On peut obtenir plus sinoi- 
plement une solution suffisamment approchee de la question, 
lorsque la distance c est jug^e a priori beaucoup plus grande 
que r^cartement /. Dans ce cas, en n^gligeant la difference 
f — y dans la premiere Equation, on pose 

tt"{x) = ISc, 

d'od 

i 

£f(jc) = iVcx, puis £y=:-Ncx^y 
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par consequent, 






et enfin 



R' = —i— H — eiV/l+— - 
Q ^ I \ ^ 2£ / 



4. 



Cas particniier. — Lorsque la longueur L est assez petite 

pour qu'on puisse negliger-^ aupres de 1, et P aupr^s de JY, 

^equation se r^duit a la formule [9], en y changeant le signe 
deiV: 

R'=2 — h-cN. 
Q I 

Exempie. — Supposons que la section du prisme soit un 
rectangle dont la dimension dans le plan de flexion soit L On 

a dans ce cas — =— ,; la formule devient 

/ Ql 



JR'z=:-(l + --- 



et la force elastique B!\ qui repond au changement de signe 
de v\ se trouve 



-=5('-t)- 



I 



Cette seconde force devient nulle par c = - , et dans ce cas 



on a 






8 



». 
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Quand on a c = - /, de sorte que la force N est dirig^e dans 
Tune des faces du prisme, on trouve 



IS IV 

R' = J^ et U^rz:— 21. 



On voit combien il infiporte^ si un prisme est charg^ longi- 
tudinalenfient, que la direction de la resultaote de la charge 
passe au centre de gravity du prisme. 

Les formules prec6dentes et leurs consequences s'appliquent 
aussi bien, eu egard aux signes> au cas d'extension du prisme 
qu'au cas de compression. 

Exp^rieDce.'— En eprouvant des barreaux de fonte de ma— 
niere que la traction resultante (hi, dans un cas, dirigee 
suivant I'axe de figure de la pi^ce, et^ dans un autre cas, sui- 
vant une des faces, M. Hodgkinson a trouve que^ pour la fonte 
essayee, la charge de rupture etait, dans le premier cas, de 
i^^^filS par mm. q., et dans le second de 4''«,124. On remar- 
quera que la theorie precedente, bien qu'elle indique la cause 
de ce fait, n'est pas presentee comme s'appliquanl m^me par 
approximation aux cas de rupture. 



4... . 



8 10. 
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94. Poutre aroM^e d'ltii polii^oii et de deux tirants. — 

Suivant Texemple qui a 6te donne par M. Camille Polonceau, 
alors ing6nieur au chemin de fer de Paris h Versailles (rive 
gauche)^ on em]^oie fr^quemment une disposition dont le cas le 
plus simple est Vjelui d'uue poutre AA' (fig. 25) soutenue en son 
milieu B par un poingon BC, pi^ce rigide, support^e elle-meme 
h son extremity inferieure par denx tirants AC et A'C, attaches 
aux deux bouts de la poutre. 

On simplifie la theorie de la resistance de ce syst^me, et Ton 
obtient des resultats suffisamment exacts pour la pratique, en 
considerant le poiuQon et les tirants comme articules sans frot- 
lement a leurs extremites B, C, A et A', et en negligeant leurs 
poids^ tr^s-faibles comparativement aux efforts longitudinaux 
que ces pieces subissent et exercent. Des lors en appelant Q^ la 
pression du poin^on, S la tension de chacun des tirants, et a 
Tangle ACB, on a, pour Tequilibre dn boulon d'articulation 
en C, 

Q^ = 2S cos a . 

Si Ton admet qoe la poutre soit exaclemeni prismatiqud, 
lorsqu'elle est couchee sans charge sur le chantier, et si Ton 
s'impose la condition que les trois points A , B et A' soient en 
ligne droite lorsque le syst^me sera mis en place et soumis k 
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la plus grande charge qu'il ait k supporter, la force Q^ que le 
poinQon exercera en B sur la poutre, esLpar \k determin^e, ainsi 
que la tension des tirants. On sait (69) que dans ce cas, si la 
charge est uniform^ment r^partie k raison de p kilogrammes par 
m^tre sur la longueur L de la poutre, on a 



<?. = 8Pl^. 



Par suite 



16 cos a ' 



equation servant h calculer la section transversale des tirants. 

On sait de plus que, dans la poutre, le plus^rand moment 
flechissant est au milieu B et a pour valeur (69) 

_pL^ 

^ — "32 • 

II en resulte que, eu egard aux composantes tongitudinales 
des forces S qui s'exercent en A et en A', la formule [9] devenue 

. v' , Ssina 

donne 

»' = - ^ J. S/iLtangg 
/ 32 "^ 16Q 

Pour prendre un exemple facile, supposons que la poutre ait 

1 c 

sa section rectangulaire, qu'ainsi Ton ait /= ~ bc^ et v' = -, 

d'oii y=T-2- Supposons c=0»,l; l.=10»; tanga=5; 
Jl' = 6xl0«. 
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La derni^re equation devient 



6 pl^ 5/1 tang a 



d'ou, d'apr^s les donnas indiquees, on tire 

^ = 2954. 

b 

Si h etait de 0"»,03, la charge possible par mMre de la poutre 
serait done de 88^^,62, sans exceder la limite it' imposee. 
La pression Q^ du poingon serait 5/8pL =554^8. 
La tension des tirants serait ^ 

^* = = 1 443^8 : 

2 cos a 0,497 

ce qui, ^ raison de &^^ pv mm. q., exigerait une section de 
235 mm. q., tandis que celie de la poutre serait de 

400 X 30=3 000 mm. q. 

On calculerait ais^ment Teconomie de cette disposition com- 
par^e ^ une poutre non armee. Mais Tavantage serait encore 
plus grand si Ton utilisait les considerations exposees aux 
num^ros 67 et 7i . Le plus grand moment flechissant pour- 
rait ^tre r^duit dans le rapport de 0,0858 k 0,425 et la 
force Q^ ^gale 0,586/iL au lieu de 0,625/iX. On trouverait le 

rapport ^ ^gal k 4 484 au lieu du nombre 2 954 resultant de 

h 

la premiere hypoth^se. 

95. Poutre soutenne par trois poin^ons. — Prenons ici 



4i8 
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pour sujet d' etude un arbal^trier AB (fig. 26)^ faisant partie 
d'uD comble k grande portee, tel qu'on en vott dans les gares de 
chemins de fer. Cette pi^e est souteuue par trois poingons 
FC, GD, HE, qui divisent la longueur AB en qaatre parties 
^gales. Ces poin^ons sont li^s entre eux par les tirants recti- 
lignes AG, GB, FD^ DH. Au point B s'articule un arbaletrier 
sym^trique et li^ au premier par un entrait horizontal GG'. 

Comme dans le cas precedent on simplifie les calculs en ne- 
gligeant Taction directe de la pesanteur sur les poiuQons, les 
tirants et Tentrait. II ne s'agit done que d'en connaitre les pres- 
sions ou tensions, pour en conclure les conditions de resistance 
du syst^me ; et d'abord nous remarquons que les reactions des 
poincons en G, D et E sur Tarbal^trier peuvent 6tre consid^- 
r^es comme des consequences imm^diates de la charge que 
subit cette pi^ce et de sa forme naturelle, soit rectiligne, sui- 
vant rhypoth^se du numero 67^ soit leg^rement curviligne, sui- 
vant rindication du numero 72. Soient done 

La longueur AB = hM^k^f'^'^' ^^ 
L'angle de AB avec rhorizon* BAA' = a , 
DoimfiBS. . / L'angle de AB et du tirant AG^ BAG = |3 , 
Reactions normales h. AB \ en C et E, = Q, , 
des poincons et tirants \ en D = Q^ ; 
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Tensioti de Tentrait GG', = T, 

Sommes des composantes normales des forces qud 
Tarbaietrier re^oit, en A de Tappui et du tirant 
AG, en B de Tarbaletrier voisin et du tirant 
BG : chacune de ces deux sommes = Q^ , 

La pression totak lohgitudinale de Tarbaietrier, 
force variable^ de B en A, =: iV, 

Tensions de tirants \ Fy=:SyS',s"y 
aboutissant en. . \ B.,z=: v, U'y u" , 

Pression du poin^on du milieu en G =r Q. 
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La force T, qnalifiiJe inconnue, est pluf6t une inditerminee. 
Elle deviendrait nulle par la suppression du tirant. Mais alors la 
pression que Tensemble de I'arbaliJtrier et de son armature 
exerce sur son appui en A aurait une composante rectangu- 
laire horizontale, dite poussee horizontale, qui pourrait compro- 
mettre la stabilite de cet appui. Pour la calculer, remarquons 
qu'au point B les deux arbaletriers exercent et subissent deux 
pressions mutuelles non-seulement egales, mais horizontales 
k cause de la symetrie. Designons par T, ceile qui agirait sur 
Tarbaletrier AB^ si Tentrait GG' n'existait pas. L'arbalelrier 
^tant alors en equilibre sous Taction de la force T, , de la 
charge pL et de la reaction totale de Tappui en A, il en resulte 
d'abord que la force T^ est ^gale a la poussee horizontale en A, 
parce que la reaction horizontale de I'appui, opposee et egale 
k cette poussee, et la force T, , sont les seules projections sur 
une horizontale des forces exterieures agissant sur rarbaletrier. 
En second lieu Tequation des moments pris autour du point A 
(dont la distance h k Thorizontale passant par B est egale h, 
L sin a) est 

_ _ wJL^cosa pL 

^•^=2 — ^" '^.tanga=^, 

d'oii Ton tirerait la valeur de la poussee T, . 

11 est bien preferable d'employer Tenlrait GG' (dont nous 
designons la distance au point B par ft), afin d'annuler la 
poussee en A. Pour calculer la force T, qui dans ce cas est 
tout k la fois la tension de Tentrait (suppose sans poids, et la 
pression du second arbaletrier en B , on a, en prenant encore 
les moments autour de A , et en remarquant que les deux 
forces T forment un couple. 

. pL^ cos (X 

^^=—J— • [62] 
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La tension ^tant ainsi determin^e, posons les equations pro- 
pres h faire connaitre les autres inconnues. 

L'equilibre de I'arbalelrier considere separement de son 
armature^ donne, enlre les composantesou projections perpen- 
diculaires k sa direction, des forces qui le sollicitent, Tequation 

2^0 + 20, + ^— ;?Lcosa = o. [63] 

Pour obtenir une relation entre Q^ et S, remarquons, 1° qoe 
la reaction de Tappui en A sur Tarbaletrier esipL^ puisque les 
deux arbaletriers portent ensemble une charge verticale 2 pL -, 
^'^ que par sa definition la force Q^ appliquee en A est la somme 
algebrique des projections des forces qui agissent en A sur 
Tarbaletrier separe de Tarmature. On a done 

Q^ =zpL COS a — .S sin |3 . [64] 

De m^me la force Q^ appliquee en B est la somme des pro- 
jections des forces T et r, exercees sur Tarbaletrier AB, par 
Tarbaletrier contigu et par le tirant BH. Ainsi 

Q^= r sin a — 17 sin j3 [65] 

Le boulon d'articulation en F est en 6quilibre sous Taction 
de la pression Q^ dans le sens de C vers F, et sous celle des 
tensions S, S' et S". De \h deux equations de projections, dont 
les unes parall^les h AB ont un facteur commun cos j3 qui 
disparatt, et les autres sont perpendiculaires a cette m^oie 
direction : 

S'4-S"--S=o, [66] 

(?, — (S-!-S" — 5')sinj3=o. [67] 

De m6me pour les forces qui concourent en H, 

U'+U"^U=:o, [68] 

e, — (^4- U" — f7') sin /3 =o . [69] 



^ 
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Pour determiner la force Q avec laquelle le poingon GD presse 
en D I'arbal^trier AB, il suflSt d'exprimer que la force Q^ est la 
somme algebrique de Q et des projections sur GD des tensions 
ou tractions des deux petits tirants qui aboutissent en D. Ainsi 

Q,=zQ^{S" + U") sin ^. [70] 

On a done neuf equations du premier degre pour calculer les 
neuf quantites T, Q^, S, U, sf S", ul U\ Q. 

Quant aux forces Q^ et Q^ , si Ton suppose que Farbaletrier 
est rectiligne dans son etat naturel , c'est-a-dire lorsqu'il est 
couche sans charge dans le chantier, on admettra sans erreur 
notable que cette pifece mise en place , et conservant en ligne 
droite ses cinq points A, G, D^ £, B^ suit les m^mes lois dans sa 
flexion que si elle etait pos6e sur cinq appuis de niveau, et sou- 
mise uniquement a une charge verticale pL cos a, composante 
perpendiculaire a AB de la force pL^ Tautre composante etant 
pL sin a. D6s lors on aura (68) 



2 13 11 

Q,=;jpL cos a, Q^^ -^pt^coScc, Qo~Yi^P^^^^ ^' 



Si au contraire on suppose qu'une leg^re courbure naturelle 

ait ete donnee h Tarbal^trier, pour diminuer, autant qu'il est 

possible^ le plus grand moment flechissant dans Fetendue de 

. Tarbaletrier, on posera conformement a la theorie du num6ro 69 

0, =0,293/11. cos a, Q^=0,^01pLcosa, C. = 0,104./?!. cos a . 

Les memes theories (68 ou 69) feront connaitre le plus grand 
moment flechissant. 

Pour completer le calcul de la resistance de Tarbaletrier, il 
reste a evaluer la force longitudinale IS. 
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Au point B elle est la somme des projections sur BA des 
forces T et V, Ainsi 

/VB = Tcosa+ ircos|3. 

A partir de B en descendant le long, de BA jusqu'a D, elle 
augmente de p sin a. pour chaque unit^ de longueur. 
Au-dessous et pr^s du point D elle est 

Nj, —Tcosa^[V+g'^lf')co% jS+^sin a. 

Elle augmente ensuite de p sin a pour chaque unit^ de lon- 
gueur. Elle devient done en A 

JSj, = Tcos oL+(V+ Sf'-^lfjcos j3-hpL8ina , 

et devra se trouver, comme verification de I'exactitude du 
calcul, egale k 

pL sin a + ^ cos |3 , 

somme des projections sur AB de la reaction pL de Tappui^ et 
de la traction S du tirant AF. 

On a ainsi tous les Elements necessaires pour calculer les 
dimensions transversales de Tarbal^trier^ des poin^ons , des 
tirants et de I'entrait. 



§ 11. 



FLEXION PLANE D'UNE P1£CE COURSE. 



96. Lig^ne moyenne. — La figure du solide dont il s'agit est 
telle, qu'on peut y concevoir une ligne plane continue qui 
contienl les centres de gravity des sections normales faites dans 
le corps. Cette ligne moyenne a son rayon de courbure constant 
ou variable toujours trfes-grand relativement aux dimensions 
trans versales. Suivant les conditions ordinaires dans la pratique, 
nous supposerons dans tout ce qui suit que le corps est syme^ 
trique relativement au plan qui contient la ligne moyenne; et 
qu'il en est de m^me des forces exterieures qui le soUicitent. 
II en r^sulte que dans la deformation produite par ces forces, 
la ligne moyenne reste, comme pour tons les cas pr6c6dem- 
raent ^tudi^s, dans ce mfime plan, appel6 plan deflexion. Enfin 
les sections transversales qui restent perpendiculaires k ce plan 
sont ou toutes ^gales, ou ne variant que de quantites pen sen- 
sibles comparativement k la longueur de la fibre moyenne, 
comme on Ta vu au numero 80. 

Ici se pr^sentent, sous une forme plus g^nerale, les questions 
qui ont ete traitees au paragraphe 3 , pour le cas special d'un 
solide naturellement prismatique ; nous avons de m6me a etu- 
dier, pour une pifece naturellement courbe, trois ordres de 
fails, savoir : 

La determination de Teffort tranchant suivant une section 
transversale, et des forces 61astiques perpendiculaires k cette 
m6me section (n" 19 et 20); 
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La loi de la modification que subit la courbure de la fibre 
inoyenne, question resolue pour une pifece droite au num^ro 22; 

Les cbangements que la deformation apporte aux coordonnees 
des divers points de la fibre moyenne , question traitee pour 
une pi^ce droite au numero 25. 

97. Efforts tranchants et forees ^lastlqnes longitndi- 

naies. — 11 suit des hypotheses qui viennent d'etre enoncees, 
que les generalites etablies aux numeros 19 et 20 s'appliquent k 
une section transversale quelconque dans le voisinage de la- 
quelle la pi^ce solide, sur une petite longueur, est approxima- 
tivement prismatique ; de sorte que si Ton d^signe par 

G le point de la ligne moyenne qui est le centre de gravite 
de cette section, 

P Tune quelconque des forces exterieures qui agissent de- 
puis la section passant par G jusqu'k Tune des extr^mites L du 
solide, 

T la somme des projections des forces P sur la normale en G 
a la fibre moyenne dans le plan de flexion^ 

iV la somme des projections rectangulaires des m6mes forces 
sur la langente a la fibre moyenne en ce m^me point G, 

SSTLoi* ou p. la somme des moments des forces P autour de 
Taxe men6 par G perpendiculairement au plan de flexion, 

La force T egale et oppos6e k la somme des forces elastiques 
subies paralieiement k la section par la partie de solide GL de 
la part de I'autre partie s'appelle Teffort tranchant des forces P\ 
N s'appelle la tension totale du solide perpendiculairement k la 
section ; le moment resultant [x s'appelle le moment flechissant 
des m^mes forces P autour de I'axe projete en G sur le plan de 
flexion, et il est 6gal et oppos6 k la somme des moments autour 
du m^me axe des forces Elastiques longitudinales regues par la 
premiere partie de la part de la seconde ; et en appelant 

i Tallongement rapporte ^ I'unite de longueur de la fibre 
moyenne pres du point G, 
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V la distance de la couche des fibres neutres k ce m^me 
point, 

Q Taire de la section, 

/ son moment d'inertie autour de Faxe des moments projete 
en G, 
E le coefficient d'elasticit6 du solide, 

V la distance au m^me ^e d'une fibre quelconque traversant 
la section , 

it la pression de cette m^me fibre, on a comme au numero 20 

98. Displacement anfl^nlaire des sections nornaales de la 

pi^ee eonrbe. — Soit, dans T^tat naturel de la pi^ce^ ab (fig. 27) 
une section transversale ; soit ee une autre section infiniment 
voisine ; soit d^ la distance Gg de leurs centres de gravity. 

Supposons que dans Tetat de flexion les molecules qui 
^taient primitivement en ab se trouvent en a'b\ et que celles 
de ec soient en eV. Transportons la figure a'b'cV en abc,e,. 
Noua voyons que la fibre moyenne el^mentaire Gg a subi la 
variation gs, qu'on pent supposer dans le prolongement de Gg 
en n^gligeant le glissement transversal. 

De plus le plan e^c, fait avec ee un angle infiniment petit 
que nous d^signons par dtj;. C'est le deplacement angulaire relatif 
de deux sections infiniment voisisines ab , ee. 

Nous Savons d6jk que Tallongement proportionnei — - de la 

Gg 

fibre moyenne produit par les forces P est donn^ par la formule 
■y d'oii il suit que T^l^ment ds s'allonge de 



EiX 



Nds 
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Quant k I'angle dtj;, il est egal h ^ou — ce qui , d'apr^s 

les formules qui viennent d'etre rappelees , ou mieux d'apr^s 
{'equation [3] du nuoxero iO, donne 



^4,^1^*^]^ [71] 



equation qui se reduit, comme cela doit 6tre, k la formule [10]> 

p=:- , quand la pi^ce est naturellement droite, avant I'action 

des forces flechissanles. 

Considerons maintenant une portion de pi^ce courbe G^G, 
(fig. 28) comprise entre la section faite en G,, et rextr^mite L. 
Supposons non-sculement que les points G^ et G, se soient 
transportes en G^' et G/, mais encore que la section normale 
faite au premier point ail subi un d^placement angulaire ^{;^, et 
designons par <{;, Tangle dont a tourne sous Taction des forces 
la section transversale prise primitivement au point G,. Le de- 
placement angulaire relatif de la seconde section comparative- 
ment k la premiere, c'est-a-dire la quantity G'^^C'G', — G^CG^ 
dont a varie Tangle de ces deux plans , est egal a ^^ — ^^ , et 
est aussi egal a la somme des d^placements 61ementaires d^ rela- 
tifs correspondants aux elements d* dont se compose la lon- 
gueur GG,. On a done 



^^.~-^., = r'*!^, [72] 

Jo, e 

etant bien entendu que pour chaque element d^aymitsoaextn^- 
mite initiale au point variable G de la ligne moyenne, e a la va- 
leur EI qui correspond a ce point G, et /u. est la somme des 
moments autour de Taxe projete en G de toules les forces exte- 
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rieures qui agissent depuis ce point jusqu'Ji Textremite L. 

9d. Variation des eoordonnees des points de la lig^ne 

moyenne. — Soient Jc, et y^ les coordonnees du point G^ dont 
nous venons de parler, telles qu'elles seraient sans I'existence 
des forces P. Soient, dans cette m^me hypoth^se, x^ et y^ les 
coordonnees du point G^. Dans Tetat de flexion Ie$ coordonnees 
jc, et y, ont varie par plusieijrs causes, savoir : 

I. Parce que Torigine G^ de la partie G^L a ^te tr^s-peu 
deplacee ; 

II. Parce que la section noroiale passant par G^ a tourne 
d'un tr^s-petit angle ^^ ; 

III. Parce que chacune des tranches infiniment petites dont 
la piece est composee entre G^ et G, a subi une double et 
tr^s-petite alteration d'allongement , et de deformation an- 
gulaire. 

IV. Parce que le solide a pu subir une variation de tem- 
perature. 

Pour nous rendre compte de I'eifet quT resulte de chacune de 
ces circonstances distinctes sur les coordonnees x, et y^, suppo- 
sons d'abord que la piece dans Tintervalle de G^ a G, soit restee 
d'une figure completement invariable. Dans ce cas son deplace- 
ment total pourrait se decomposer en deux, savoir : 

1° Une translation qui ferait que les coordonnees des diffe- 
rents points du solide prendraient toutes des accroissements 
egaux h ceux des coordonnees du point G^, lesquels accrois- 
sements nous designons par Ax^ et A2/0 5 

2*» Une rotation par laquelle la droite G^G, (fig. 29) decrirait 
autour de G^ un angle ^p^^ par consequent le point G, decri- 
rait Tare G,G', =G^G,.^|;^'', et les variations des coordonnees 
de G^ dues a cette rotation seraient pour jc, une diminution G,Q, 
et pour y^ un accroissement G',Q. 

Or ces deux longueurs G^Q et G',Q fornient avec G,G', un 
triangle infinitesimal semblable au triangle fini G,P^G^, dans 
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lequel G,P=y, — y, et G^Psijc, — jc^. On a done 

d'oii 

G,Q=<|;,(y.-y.) et G'.Q = <j;. (x.- *.) 

Ainsi la translation et la rotation simultani^es de la section 
faite en G^, entraine, dans les coordonn^es de G,, la reunion des 
tr^s-petites variations que nous venous d'indiquer, savoir : pour 
I'abscisse x, raccroissement positif ou n^gatif 

et pour Tordonnee y^ Taccroissement positif ou n^gatif 

Pour avoir ^gard k la troisi^me cause de variation des coor- 
donn^es x^ et y^ , voyons d*abord quelles seraient les alterations 
infmiment petites qu elles subiraient, si, de toutes les tranches 
elernentaires comprises entre G^ et G,, une seule, dont Fepais- 
seur moyenne primitive est d^, commen^ant au point G dont 
ies coordonnees sont x et y ^ s'^tait deformee en vertu des 
forces qui agissent entre G et L , et produisent tout k la fois un 
accroissement de longueur de la fibre moyenne et un accrois- 
sement de Tangle des deux bases de cette tranche. 

Nds 

D'une part, la longueur d* , etant augmentee de id* = -— - , 

aurait ses projections sur les axes Ox et Oy augmentees res* 
pectivement de 

iVcosad* ^ iVsinadf 
et , 

EQ EQ 
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a designant Tangle que fait avec Taxe Ox la tangente k la fibre 
moyenne au point G; et ces augmentations en produiraient 
deux egales pour les coordonnecs x et x^. 

D'autre part , k cause du deplacement angulaire relatif d^ 
des deux bases de la tranche, ces m^mes ordonnees subiraient, 
comme on vient de le voir pour ^^ , les variations 

—^{y—y) et ^(x^—x), 

qui, d'apr&s la valeur de dip donnee par la formule [71], sont 
egales respectivement k 



—(y—y)^ et (x,-x)— 



Ainsi Tallongement de Tare glementaire d^, et Talt^ration 
de Tangle des deux sections normales successives produiraient 
ensemble pour Tabscisse :c Taccroissement 



iVcosad* , .Ms 



et pour Tordonnee y Taccroissement 

iVsinad^ , .\jjAs 

H (jc, — x] . 

Concluons que pour avoir les variations totales de x et de 
y^ dues aux deformations analogues produites par les forces P 
dans toutes les tranches occupant Tintervalle de G^ i G, , il ne 
reste qu*Ji int6grer, de Tune k Tautre de ces limites, les deux 
expressions differentielles que nous venons d'^tablir. 

Enfin, comme nous Tavons dit, une quatri^me alteration des 
coordonnees x, et y^ pent provenir de la variation de la tempe- 

9 
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rature, tandisque les forces exterieures P son! supposees rester 
les m^mes. En designant par r un coefficient de dilatation 
lineaire, proportionnei ^ la variation de temperature, et en 
remarquant que le corps ne subit dans son ensemble qu'un 
faible deplacement^ on voit qu'il suffit, pour tenir compte des 
efFets de la chaleur, d'^crire que les projections jc^ — x^ et 
2f,— y^ sonl augmentees de t (jc, — x^) et de t [y^ — y^). 

En reunissant aux eifets des d^placements de la section 
normale en G,^ ceux du changement de temperature et ceux que 
produisent les deformations de toutes tranches^ depuis le point 
(^09 Vo) jusqu'au point (jc^, y^)^ on obtient les deuxformules 
suivantes : 



A:«:, = A^o— (2/1— y) +0+ K"-^o)^ 



/^:[^-»-:]'-/^r*( 



[73] 



Ay, = Ayo+ (^,— ^o) +0+ (y 4— 2^0) ^ 



. rCjiVsina p-i r^.K- 



[74] 



too. Interpretation des formules pr^cedentes. •— Le Ian- 
gage scientifique et precis dans lequel ces relations sont expri- 
m^es pourrait faire croire que, pour ^tre en etat de les utiliser 
dans les questions que presenle la pratique, il faudrait ^tre assez 
profond^ment vers^ dans Tanalyse infinitesimale, landis qu'une 
connaissance exacte mais ^lementaire des precedes de quadra- 
ture approximative est tout h fait suffisante. 

Pour indiquer la marche h suivre dans Tapplication la plus 
directe de ces formules, supposons que la courbe moyenne G^L 
soit donn^e dans Tetat naturel ; que le point G^ reste fixe apr^s 
Tapplication des forces P qui doivent d^former le solide ; que 
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toutes ces forces soient donn^es, ainsi que la direction de la 
tangente au point G^ . Dans ce cas on aura A^o = « et Ai/o=o 
pour exprimer rinvariabiiit^ du point G^, et tj^zro k cause 
de celle de la tangente en ce point. En outre, eommenoons par 
faire abstraction de la variation de la temperature, en posant 
T=o (rien ne sera plus facile que d'avoir ult^rieuremeut egard 
k cette cause de dilatation ou de contraction g^n^rale). 

Supposons qu'on veuille connaitre les variations que subiront 
les coordonn^es, non-seulement d'un point Gn (qui peut ^tre 
Textremit^ L), mais encore de quelques points interm^diaires, 
entre G^ et Gn . 

II faudra pour cela calculer les integrates qui entrent dans les 
formules[73]et [74] depuis le point G^ jusqu'a ces divers autres 
points. Pour le faire d'une mani^re commode par les methodes 
d'approximation connues, le mieux s6ra de diviser Tare G^ Gn 
en un nombre pair et sufSsant de parties ^gales. 

Pour cbaque point de division G, dont les coordonn^s sont 
X et y, on calculera la section Q, et le moment d'inertie I, d'ou 
Ton conclura les produits EQ et EI one. On calculera pour le 
mSme point G la force N, somme des projections sur la tangente 
en G (prise positivement dans le sens allant de G vers L), des 
forces qui, parmi les forces P, agissent depuis ce point jusqu'k 
rextr^mite L inclusivement ; puis on multipliera cette somme N 
par le cosinus de Tangle a que fait la m6me tangente avec 
Taxe Ox : on aura ainsi, pour le point de division G, la quantiid 
iV cos a qu'on divisera par EQ . 

Pour le mdme point encore, on calculera le moment (^ > 
somme des moments autour de G des m^mes forces P agissant 
depuis G jusqu'ii L . On divisera cette somme y- par la valeur 
de e qui correspond au point G , et le quotient multipli^ par 
Tordonnie y de ce point G sera le second terme de la fonction 

qui niultiplie ds sous le premier signe I de la formule [73] . 
Gela fait pour les points G^ et Gn et pour cbacun des points 
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de division interm^diaires, on pourra se repr^senter graphique- 

ment la signification de la premiere int^grale de la formula [73]. 

Pour celadon portera sur une droite, axe des arcs s rectifies, la 

longueur d^velopp^e de Tare G^ Gq avec ses subdivisions. A 

chaque point extreme ou de division on portera [en ordonn^e^ 

positive ou n^gative^ moyennant une ^chelle convenable, la 

iVcos oc f^ 
valeur de hy- calculte pour ce point. On joindra 

par une courbe les extr^mit^s des ordonneesainsi d^ermin^es^ 
et I'aire comprise entre Taxe des abscisses s , la courbe , I'or- 
donn^e initiate r^pondant au point G^ et une ordonnee quel- 
conque r^pondant kun autre point de division G, , repr^sentera 
Tint^rale 



/G./Ncosoc . |X\ 



et se calculera approximativement par la formule de T. Simpson. 
On construira sur les m^mes abscisses la courbe dont les 

ordonn6es seront - , et Taire analogue h la pr6c6dente donnera 

/G.fJL 
- d* ; aprfes Tavoir caIcul6e,on la multiplira'par y^ c*est- 

^-dire par Tordonnee du point G, pris sur la courbe donn^e 
G^L ; et en retrancbant le produit^ de la premiere aire ou inte- 
grate calcul6e , on aura la variation ^x^ de I'abscisse du point 
G^ par I'efifet des forces P. 

Pour avoir la variation analogue de Tabscisse, soit du point 
extrdme Gn , soit d'un autre point interm^diaire, on n'aura 
plus k construire de nouvelle courbe. Seulement les deux aires 
des courbes d6jk construites , au lieu de n'6tre prises qud 
jusqu'^ G^ , seront prises jusqu a un autre point G^ , et la 

secoride aire de G^ a G,, dont la notation est / *- d« , sera 

multipli^e par Tordonn^e du point G. de la courbe G^Li 
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Les calculs et constructions analogues seront faits pour ap- 
pliquer la formule [74] k la determination des variations A^. 
des ordonn^es de cette courbe. 

A la rigueur, pour calculer les quantites i^, /^, cos a, sina, 
X ety, qui entrent comme variables dans les formules [73] et 
[74] , il faudrait avoir ^ard h la figure du solide apres sa 
deformation ; mais^ attendu que celle-ci est toujours tr^s-faible, 
on pent, sans erreur notable, supposer aux points d'application 
des forces les positions quMIs auraient si le corps conservait sa 
figure primitive, pourvu qu'on attribue aux forces les valeurs 
donnees ou inconnues qu'elles ont apres la deformation. C'est 
ce qu'on va comprendre par lesexemples qui suivent. 

101. Recherehe des r^aetions des appuis et des Inclinai- 
sons initiales. Premier eas. — Piece courbe quetconque repo^ 
sant simplement sur deux appuis G^ et L (fig. 30). Prenons Taxe 
des X paranoic h G^L. Designons par Q ei S et par Q' et S' les 
composantes rectangulaires des reactions des appuis, auxquelles 
nous supposons les directions quMndique la figure. Soit G^L =a, 
soit a Tangle que fait la ligne moyenne au point (x, y) avec 
Taxe Ox, et appelons P Tune quelconque des forces ext6rieures 
independantes des appuis. 

La statique donne les trois equations 

Lorsque les forces P sont toutes verticales et la droite G^^L 
horizontale, Q et Q' sont egales et oppos^es; lorsque les 
sommes des moments des forces P autour de G^ et autour de L 

• sont egales, les forces S et S' sont egales entre elles, et par con- 

1 

sequent chacune a pour valeur - SPy . Dans tous les cas, les 

deux derniferes equations determinent S et S*\ la premiero 
donne seulement la difference 0' — ?• Po"r avoir une quatrifeme 
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equation, il faut 6crire que G^L est invariable, et qu'ainsi le 
point L etant pris pour celui dont les coordonnees ont ^te pr^- 
c^demment d^sign^es par x^ et y^^ les forces doivent iive telles, 
qu'on ait AJt, = « , comme on a A*o=® ®* Ay. = o. L'6qua- 
tion [73] oil Ton fait de plus y, — yo = ® ^* *i — ^*o=<*> s® ^^' 
duitii 

rtfrf cos OL . .v-l^ 

Equation qui ne renferme en r^alit^ d'autre inconnue que Q. 
Pour metlre celle-ci en Evidence, reservons kNel\t. leur signi- 
fication pour les forces P et S, c'est-k-dire pour toutes les forces 
exterieures autres que Q ; il suffira d'ajouter k i^ le terme 
— C cos a et k ^ le terme Q (y^ — y), de sorte que Tiquation 
devient 



ra 



-j:[^-'»-'?h 



<[ 



EQ ^ J 



d'oii Ton tirera la valeur de Q. 

Connaissant ainsi toutes les forces exterieures, on peut appli- 
quer pour une section quelconque les formules du num^ro 97, 
et se servir de la formule [72] du nura6ro 98 pour calculer la 
variation de Tangle des deux sections extremes. 

Hais si Ton veut connaitre la deformation de la ligne moyenne 
GqGL ou le d^placement d*un quelconque G^ de ses points, il 
faut d'abord obtenir le d^placement angulaire ij/^ que les forces 
ont produit k Torigine G^, en supposant que la pifece soit sim- 
plement posee en ce point, ce qui est rhypotbfese du cas actuel. 
A cet eSet il sufBt d'ecrire que pour le point L la variation 
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^y est nulle ; ainsi en faisant dans la formule [T^] Aj^, = o et 
y^z=:y^y et en prenant pour plus de siniplicite I'origine O de 
mani6re que Ton ait jc^ = o, et par suite ac, = a, on a pour de- 
terminer (|/^> r^quatioh 

A fiV sina , ,jx1 



dans laquelle iv et pi variables comprennent toutes les forces 
exterieures et par consequent les termes dus aux forces Q et S 
tant comme projections que comme moments ; c'est ce qu'on 
peut indiquer ainsi : 

iV z= SP cos (P, As) —5 sin a — Q cos « 
et 

^0 etant connu, toutes les quantites des seconds membres des 
equations [73] et [74] (dans lesquelles iV et [a sont les mfimes 
fonctions qui viennent d'etre formulees) sont caiculables au 
moins par approximation , et Ton peut trouver les change- 
ments des coordonn^es d'un point quelconque de la ligne 
moyenne. 

102. Denxi^me eas. — P^ce symetrique et symetriquement 
chargee reposant simplement sur deux appuis. Ce cas est compris 
dans le precedent, mais les calculs se simplifient. Prenons Tori- 
gine au sommet G^ (fig. 31). On a d'abord S = SPy, cette 
somme ne s'etendant qu'au demi-arc G^^L. Pour trouver Q, on 
fait dans Tequation [73], x^zzzAh-^a, y, =AG^=:/', x^=o, 
^Xq = o, ^x^ =o, ce qui donne, en mettant en evidence les 
termes oil entre Q et conservant k ZV et p leur signification pour 



•» . " 



- - -i 
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les autres forces P et s, 






d'oii I'on tirera Q. 

s etQ 6tant connues et (j/^ 6tant nul a cause de la sym^trie, 
la determination des diverses valeurs de fji, des pressions JR, et 
des changements subis par les coordonn^es des divers points de 
la courbe moyenne(ycompris le point L, dont i'ordonnee /"re- 
lative k Taxe G^x chang^ par Pefifet des forces), s'achfeve comme 
precedemment au moyen des Equations [72] et [73]. 

105. Trolsl6me cas. — Piece reposant simplement sur deux 
appuis de niveau G^ et L, dont le second L nepeut exercer qu'une 
reaction verticak. En d'autres termes, Tare repose en L sur un 
plan horizontal sans frottement. La figure et les notations ^tant 
les mdmes qu'au premier cas, la force Q est nuUe et les ruc- 
tions des appuis sont d^termin^es par les Equations d'equilibre 

Q' + 2Pj^=o, S + S'— i;Py = o et S3flG,P— Sa=:o. 

Les deux Equations [73] et [74] s'appliquent d'abord k la courbe 
enti^re, en y faisant Ax^ = o, Aj^o = •> ^* Ay, = o ; il n'y 
reste plus que deux inconnues t^^ et Ax,. Les calculs s'ach^vent 
comme dans le premier cas. 

104. Qnatri^me eas. — Piece encostrie a ses deux extremites. 
Si cette pi6ce n'est pas sym^trique, il faut considerer les reac- 
tions des deux appuis. Les forces ext^rieures provenant de 
Tappui L peuvent toujours se reduire k deux forces SeiQ rec- 
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tangulaires (fig. 30), et a un couple dont le moment est ^gale- 
ment inconnu. D6signons-le par ^^ et prenons-le positif s'il tend 
a produire una rotation dans le sens qui va de Ox vers Oy. Les 
forces exterieures qui proviennent de Pappui G^^ se reduisent 
de mdme k deux forces S' et Q', et h un couple ^^ que nous 
supposerons de sens contraire k celui du premier. Entre ces six 
inconnues, la statique nous fournit trols equations 

^StLGoP — Sa + ^, —^^ = o . 

Pour en obtenir trois autres, nous ecrirons : i® que le depla- 
cement angulaire relatif des deux normales extremes est nul, 
et que par consequent Tequation [72] du numero 98 donne, en 
mettant en evidence les inconnues, 

^ds^S '- ^'ds+Q\ ^-^1—lds + fjL, -=o; 

2° que la variation A^, suppos6e celle du point L est nulle aussi 
bien que Ax^ et ^j/^ ; qu'ainsi Fequation [73] donne 



Ta 



/^riVcosa , ^[Ai 

_^ prsinocosa ^ (yo—y)(^—xh ^ 



= o; 



— v) ds 



-"•i:.^ 



^ I 



=d* 
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3® que la variation ^y^ appliqu^e au m^me poiat est aussi nulie, 
et qu ainsi l'6quatioD [74] donne 

^pj- cos«sin« («— -gXyt-yh ^ 

J'*Lfa — x)ds 



Ainsi ia determination des inconnues 1$, Q et /x. s'obtient par 
le calcul d^un certain nombre dlnt^raies d^finies d^pendantes 
des donnees, et par la resolution de trois Equations du premier 
degr^. Cette determination faite , les questions s'ach^vent 
comme au premier cas. 

Si la pi^ce ^tait sym^trique et symetriquement chargee, les 
calculs se simplifieraient comme au deuxi^me cas. 



§12. 



ElKSISTANCE DBS TASBS CTUimiUQUBS PRSSSfiS UNIFORMlfillENT. 



iOS. Profll exaetemenl eirenlaire. Tension snivant ce 
profit. — Soient p et p' les rayons, I'un inl6rieur, Tautre ext6- 
rieur, d'un vase cylindrique d'une longueur supposee trfes- 
grande. Soient p et p'lespressions constantes par m6tre quarre, 
Tune interieure, I'autre ext6rieure. Ces pressions sont produites 
par des gaz, et nous n^ligeons toutes les autres forces, poids 
propre du vase et du liquide qu'il peut contenir, reactions de 
ses appuis et de ses fonds circulaires. 

Ud plan quelconque passant par Faxe des cylindres concen- 

triques coupe le vase suivant deux bandes dans lesquelles la 

tension ou la pression est uniform^ment r^partie, parce que le 

vase restant cylindrique k cause de la sym^trie des causes diS- 

formatrices, toutes les tranches normales dont il est compos6 

ne subissent aucune flexion. De la formule [7^] du numero 98, 

uAs 
dt{/=!-— , oti il faut faire d(p=o^ il rdsulte t^=o, etdela 

vu N jy 

formule H = ~i- , oil il faut faire AJt=o, r6sulte il'=— 

tension constante ind^pendante de v. La resistance qu'une des 
moiti^s du vase exerce sur Tautre est exprimee pour un m5tre de 
longueur parall^le h I'axe par 2 (p' — p) R\ et elle est 6gale et 
oppos^e k la resultante des pressions exercees normalement 
aux deux surfaces de Tautre demi-vase, resultante qui, d'apr^s 



f 
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une propri6t6 demontree en hydrostatique , est 2 p p — 2 p' p '. 
On a done 

en observant que jR' est une tension proprement dite par unite 
de surface, si le second membre est positif et que par conse- 
quent la pression interieure p Temporte sur I'autre. Dans le cas 
contraire, R' quantity negative exprime une pression. 
Si I'on repr^sente par e Tepaisseur p' — p , Tequation devient 

6il'=p(p— p')— ep'. 

Ordinairement, et notamment lorsqu'il s'agit de chaudi^res 
h vapeur en t61e^ la quantite p' est petite comparativement k jR', 
de sorte que Tequation pent se r^duire k 

eil'=p(p-p'). [75] 

La formule par laquelle Fordonnance royale du 22 mai 1843 
a fixe la moindre ^paisseur des chaudi^res k vapeur , dans le 
cas oil la plus grande pression est h Tinterieur, est 

n etant la difference des pressions exprimees en atmospheres, 
et d le diam^tre interieur rapports an m6tre. Le terme 0">,003 
a ete ajoute afin de pourvoir a Tusure de la chaudifere, et 
abstraction faite de ce terme, on reconnait, par la comparaison 
des deux derniferes equations , en faisant d = 2 p et p — p '= 
10330 n, que le coeflScient 0,0018 a eii determine en adop- 
tant pour R' le maximum 2870000, h pen prfes moiti6 de celui 
qu'on aurait pu admettre si la parol d'une chaudifere ne pre- 
sentait par une reduction considerable de resistance k I'endroit 
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oil les feuilles de I61e qui la composent sont assemblees, et si 
elle n'^tait pas tendue en tous sens. 

Quant aux chaudi^res ou tuyaux k vapeur presses du dehors 
en dedans, Tordonnance de 1843 porte que Ton emploiera pour 
leur construction une tdle d'une plus grande ^paisseur, et qu'ils 
seront en outre munis d*armatures. Une instruction minist^rielle 
du 17 decembre IS^S exige que , dans ce cas, T^paisseur de la 
t61e soit une fois et demie celle qui r^sulte de la formule pr^- 
c^dente^ et elle indique coinme le meilleur mode d'armature k 
essayer Temploi d'anneaux en fer forge concentriques au tuyau 
h renforcer. Nous verrons tout k Theure la raison de cette diflP6- 
rence de prescription. 

106. Tension snivant la lon^pnienr do cylindre. — Si Ton 

partage le vase en deux parties par un plan perpendiculaire 
aux generatrices rectilignes, la tension par unite de surface dans 
le sens longitudinal etfint representee par JR^, et repaisseur e 
etant tr6s-petite comparativement au rayon p, on voit que la 
tension totale entre les deux parties considerees est tr6s-ap- 
proximativenjent 27^peiJ'^ D'une autre part, la resultante des 
pressions qui s'exercent interieurement et exterieurement sur 
Tun des fonds du vase, quel que soit son bombement, est 
7rp2 (p — p'). On a done pour requilibre 






'• Le danger d'une rupture est done bien moindre suivant une 
section droite que suivant une generatrice rectiligne. 

i07. Cas d'an profll faiblemeni eliiptiqne. Rei^erche dn 

moment ii^hissani. — Considerons une portion du vase cylin- 
drique comprise entre deux sections droites dont la distance 
perpendiculaire au plan de la figure soit egale k Tunite de Ion- 
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gueur. Soit AoB^A^B, (fig. 32) la fibre moyenne elliptique de 
la pi^ce courbe ainsi separee du vase entier. Chacun des plans 
projet^s suivant les droites A^A^ et B^B, diamMres principaux, 
partage cette pi^ce en deux parties symdtriques quant a la 
figure et quant aux forces, d'od il suit que les r^sultantes des 
forces que Tune des parties exerce sur Fautre, et qui traversent 
les sections faites normalement k la fibre moyenne en A^ et A^^ 
en B^ et en B, sont, par suite necessaire de cette syra6trie, 
perpendiculaires h ces sections, puisque les reactions qui leur 
correspondent doivent k la fois leur 6tre oppos^es^ et symetriques 
relativement k ces m^mes sections. 

Cela pos^, considerons la partie du solide en ^quilibre dont 
la fibre moyenne est Pare B^^A,. Faisons OA,=za suivant Taxe 
des X et OB^rz 6 suivant Taxe des y, et repr^sentons par p la 
difference constante entre la pression int^rieure et la pression 
ext^rieure par unit6 de surface ; la r^sultaute des forces 61as- 
tiqucs que la partie indiqu^e rcQoit de la partie A^B. est dans le 
sens des y n^gatifs et ^gale k pa. Quel que soit son point de 
passage dans le plan OA, h une distance 3 a gauche du point 
A^ , appelons /x^ son moment autour de Taxe projet6 en A, ; 
ainsi pad=fjtj. 

Proposons-nous de trouver cette quantity inconnue p, et 
Texpression du moment fl^cbissant [i variable et correspondant h 
un point G quelconque dont les coordonn^es OH et HG sont jc et yl 

Pour cela il nous suffit de faire usage de la formule [72], en 
posant 






[76] 



attendu que cette integrate definie est nuUe, parce que Tangle 
B^OA, est droit aussi bien apr^s qu'avant la deformation de 
I'ellipse. 

La variable fx se compose de la somme des moments des 
pressions etementaires qui agissent de G en A, et du moment 
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de la reaction p« dont nous venons de parler. La premiere 
somme est ^gale k celle des moments des pressions qui s'exer- 
ceraient k raison de p par mfetre sur les deux plans GH et HA ; 

cette premiere somme est done py.^+p(a — x) — -— • , le 

sens positif des moments ^tant comme k Tordinaire celui de la 
rotation de Taxe Ox vers Oy. Le moment de la reaction pa est 
— pa (a — X — d) ou — pa (rt— ^)H-i^i. 
En ajoutant et r^duisant, nous trouvons 

i 

f*= ^P (y^+**— «*)+^' [77] 

D*ailieurs Pequation de Tellipse est 

on en conclut, en eliminant y^, 

^- \a^ V -^^)+Pt' [78] 

Substituons dans I'^quation [76], qui, parce que e est constant, 
se r^duit k jiidszuo : nous obtenons, en appelant L la longueur 

fx^ds, moment d'inertie de Tare B^A, autour de Paxe OB, dif- 

ftre trfes-peu de ce qu'il serait si Tare B^^A, etait un quart de 
circonference ayant a pour rayon. Dans ce cas, on a 
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L'^quation [79] donne done approximativement 

et par suite, rexpression [78] du moment flichissant fx autour 
du point quelconque G, deviant 

Cette quantity crott alg^briquement avec x depuis le point B^ oil 

i 

elle est negative et igale ^ — 7 p {a^— h^)y jusqu'au point A^ oil 

elle est positive et de m6me valeur absolue, en passant par z^ro 
au pomt od jc=— , tout pr^s du milieu de Tare B<,A,. 

108. Tensions parall^lement & la fibre moyenne. — Cher- 

chons en g^n^ral la pression JR , en un point situ6 dans la sec- 
tion normale au point quelconque G^ par la formule [9] du 
numero !20. II faut y faut y faire : Q =e I'^paisseur^ attendu que 

i 

I'autre dimension de la section normale est 1 ; / = -— e^ ; N 

une quantity trfes-peu variable^ entre pa au point A^ etph au 
point Bq, V la distance , k la fibre moyenne, du point oil Ton 
considere la pression jR dans la section normale de la pifece 
courbe. Par consequents pour avoir la plus grande valeur JR' de 

la tension , nous faisons v = — - e , en remplaoant R par 

2 

— ^JR'. Nous avons ainsi, pour la tension par unit6 de surface 
pr^s de A, , oil X = a^ 



e"^2 e» •^e\"^2 ae ) 



m 



VASES CYLINDRIQUBS. 145 

Cette formule, qui coincide avec celle du numero 105, [75] 
dans le cas oil la section droite du vase est exactement circu- 
laire^ a ^t^ donn^e par H. Bresse dans son Cours k I'Ecole des 
ponts et chauss^es. 

II importe de remarquer que a et ^ sent les dimensions sup- 
poshes existantes sous Inaction des forces d^formatrices, ce qui 
montre Tutilit^ de la recherche suppl^mentaire suivante. 

109. Deformation dn prolll elUptique. — Supposant que 

la pression p soit du dehors en dedans, nous cherchons la va- 
riation que subit le demi-diam^tre principal dont la valeur ini- 
tiate est representee par a^, sa valeur finale restant designee 
par a. Nous employons pour cela la forraule [73] (99) que nous 
appliquons k Tare B^A, et dans laquelle nous devons faire 

{a 4- h) 
Ax, =a— a^, Ax^ = o, vpo = »> t=o, iV=: — p ^ — , 

1 
valeur moyenne approximative, Q = e, e = iEI=:-- Ee^ , 

y,= o , et enfin jm = - p f - — ^ — I {a^ — 2x2), le signe de 

Texpression [81] devant etre change h cause du changement du 
sens de la pression p. Nous avons ainsi, en rempla^ant cos ad^ 
par dx 

o-iT + i^i^'^^ 

p.(.+ ,) 3p(.2 >»)p. 

Si la courbe B^A, etait un cercle de rayon a, yds serait egal 
k adx ; si le rayou etait &, ^d^ serait bdx ; on ne fera qu'une 

erreur peu sensible en posant yds = ~ (a+b) dx^ de sorte 

10 
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qu'on a approxira^tivement 



= !(« + *)«". 
o. 



11 en r^ulte 



1 ^oafa^'-b .\ 



[82] 



La variation analogue b — b^ s'obtient en rempla^aqt a par b, 

et vice persd : 

1 ob la^ — h^ \ 

ft-ft. = -^(«+ft)fc('-^i- + i)- [831 

Pour appliquer ces formules a un exemple, prenons une 
chaudi^re a foyer int6rieur dont le diara^tre moyen est de 
1 nifelre, qui doit supporter du dehors en dedans une pression 
de 40 000 kg. par m. q., ou environ 4 atnaosphferes, et dont I'e- 
paisseur, qui, dans le cas oil la pression serart interieure, devrait 
6tre de 0*,01, a 6te port6e ^0",0i5. Nous ferons d'ailleurs 
jg_-2 >< 40*^. Nous admettrons que le diamfetre moyen de 
1 m6tre est celui qui a lieu sous Taction de la pression. 

D'aprfes ces donnees, on a 

a + b = \, a2__62=:a— i = 2ii — 1=1 -26, 



rv 9 



2£:e3 3,375 
et les Equations [82] et [83] se reduisent a 

a^ — 2,1 876 a + 1 ,6875^^ =i= o , [84] 

b^ — 2,18766 + 1 ,6875fr^ = o . [85] 

11 ne reste plus qu'k se donner la valeur de Tune des dimen- 
sions initiates a^ et b^. Soit, par exemple , a^ = 0,507; de Te- 
quation [84] on tire en consequence a = 0«,510; par suite. 
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b = \ — 0,510 = 0*,490; enfin Tequation [85] apres la substi- 
tution de cette derniere valeur de b , donne b^ =z 0,493. Ainsi 
les deini-diamfetres, qui, dans Tetat primilif, sont 0",507 et 
0",493, deviennent, par TefFet de la pression, 0"»,510 et 0"*,490, 
valeurs qui, subslituees dans la formule [81] (d08) avec les don- 
nees prteedemment indiqu6es, produisent 



^^ 3 X 0.02 



e ^' • 2 X 0,51 X 0,015y 
= 1 360 000 (1 + 3,92) = 6 691 200 , 



c'est-k-dire que cette pression est prfes de cinq fois plus grande 
que celle qui aurait lieu si le vase etait rigoureusement cylin- 
drique. 

Appliquons la m^me th^orie au cas oil a+ ^ restant 1 metre, 
la pression de 40 000 kg. par m. q. serait interieure et Tepais- 
seur de 0»,01. Les Equations [82] et [83] deviennent alors, eu 
egard au changement de signe de p , 

a2— 0,0000 5a — 0,5a^=o/ 

^2_o,0000 5 6 — 0,56^ = ; 

et en faisant comme tout k Theure a^ = 0,507, on trouve a = 
0,503 ; ft = 0,497 et ft^j= 0,493. Les demi-diamfetres, qui, dans 
Tetat primitif, sont, comme dans le cas precedent, 0,507 et 0,493, 
deviennent done 0,503 et 0,497 ; de sorte que Texcentricite 
diminue. Ges derni^res valeurs etant substituees dans Tequation 
[81], ainsi que les donnees p = 40 000 et e 1=0,01 produisent 

e [ "^2.0,503.0,01/ 
= 2 012 000 (1 + 1,79) = 5 613 500 ; 

de sorte que, avec les m^mes dimensions primitives, la tension 
n'est ici augment^e par I'excentricite que dans le rapport de 
2,79 a 1. 

FIN. 
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68, 30 25, [2]duno52 lisez [29] dun* 51. 
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75, Hgne 4, en remontant, [a /is^z p., . 

76, » 4, pi 30 p^ . 

81, » 7; -Ha » H-f^a- 
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» 116, lignes 1,3 et 11, 65 feez. 66. 

» 118, aprfes la ligne 18, mettez : La charge verticale reparlie 
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» 121 , ligne 7, S, 17, S, S'', r, (^" lisez S, r, S', S", U\ U'\ 

» 122, » 10, V lisez U". 
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